
　

博士学位論文

導体円板による電磁波散乱に関する研究

～境界値問題としての厳密解析～

平成２５年１２月

　

東京工芸大学大学院工学研究科

電子情報工学専攻

黒木　啓之





目 次

第 1章 序論 4

1.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 本研究の歴史的背景 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3 本研究の技術的および社会的な意義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 本論文の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

第 2章 平面波を波源とする完全導体円板による散乱 14

2.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2 問題の設定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3 解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3.1 ヘルツベクトルによる入射界と散乱界の表現 . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3.2 境界条件から得られる導体円板上でのヘルツベクトル . . . . . . . . . 17

2.3.3 導体円板上での界の整合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.4 端点条件による補助係数の決定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3.5 連立方程式における係数の級数表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3.6 導体円板上での平面波の表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.3.7 導体円板上での電流分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3.8 遠方散乱界 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.4 多倍長精度数値計算インターフェイスの構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.4.1 多倍長精度数値計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.4.2 GMPクラス変数とMPFRの関数群とのインターフェイス . . . . . . 29

2.5 計算精度の検討 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.6 数値計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.6.1 垂直入射における電流分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.6.2 斜め入射における電流分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.6.3 別法との比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.6.4 遠方散乱界 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.7 むすび . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

1



第 3章 水平微小ダイポールを波源とする完全導体円板による散乱 54

3.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.2 問題の設定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.3 解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.3.1 ヘルツベクトルによる入射界と散乱界の表現 . . . . . . . . . . . . . . 56

3.3.2 展開係数と連立方程式の係数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.3.3 導体円板上での入射界の表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.3.4 級数展開 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.4 級数展開式の特性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.5 数値計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.5.1 波源が中心軸上にある場合の電流分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.5.2 波源が中心軸上から外れた場合の電流分布 . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.5.3 別法との比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.6 むすび . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

第 4章 垂直微小ダイポールを波源とする完全導体円板による散乱 86

4.1 はじめに . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.2 問題の設定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.3 解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.3.1 ヘルツベクトルによる入射界と散乱界の表現 . . . . . . . . . . . . . . 88

4.3.2 導体円板上での入射界の表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.3.3 境界条件から得られる導体円板上でのヘルツベクトル . . . . . . . . . 89

4.3.4 導体円板上での界の整合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.3.5 端点条件による補助係数の決定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.3.6 級数展開 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.3.7 級数展開式の特性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.4 展開係数の計算精度に対する検討 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

4.5 数値計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.5.1 波源が中心軸上にある場合の電流分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.5.2 別法との比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.6 むすび . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

第 5章 結論 118

付 録A 121

A.1 ヘルツベクトル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

2



A.2 端点条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

A.3 円筒座標系での変数分離解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

A.4 スカラ関数 U(x, y)の導関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

A.5 関数 un
m(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

A.5.1 性質と直交性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

A.5.2 un
m(t)による展開 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

A.5.3 Bessel関数の展開 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

A.6 円筒座標系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

A.7 連立 1次方程式の係数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

A.8 平面波の円筒波による展開 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

A.9 関数 Sn
m(r, z)の導関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

A.10関数 Sn
m(r, z)の漸近展開 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

A.11ヘルツベクトルを用いた極座標系の電磁界 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

A.12水平微小ダイポール波源における入射界の展開 . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

A.13スカラ関数 U(r, ϕ)の導出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

A.14垂直微小ダイポールにおける端点条件による展開係数の計算 . . . . . . . . . 150

3



第1章 序論

1.1 はじめに

1998年に電子情報通信学会のマイクロ波シミュレータ研究会で提唱された「マイクロ波シ

ミュレータ評価のための規範的問題作り」[1]では，「アンテナ／放射系」の規範問題として

「放射，散乱問題」が取り上げられている．そこでは，散乱解析の重要性が指摘されており，

電磁波の散乱問題において，それを如何に正確に捉えるかが重要課題となっている．

一方，散乱現象において，結果を精度良く得るための厳密解析は，境界値問題を解くこと

に帰着される．導体円筒，導体球，導体円板などは，境界条件の下でMaxwellの方程式を解

析的に解くことのできるごく限られた解析対象である．また，得られた解には，物理現象を

説明できる項が入っており，解の物理的な解釈や結果の精度などの評価が可能となる．

ところで，任意形状に対する散乱解析は非常に複雑で一般に困難である．このため，種々

の近似法が開発され，電磁現象を定量的に解析する方法が研究開発されてきた．さらに近年，

コンピュータの性能が一段と向上すると共に，数値解析法の技術が急速に進歩したことで，

より現実に近い問題が解決できるようになってきた．しかしながら，このような近似法や数

値解法を利用するには，その解の信頼性の検証が必要になってくる．

解析的に解くことのできる問題のうち，エッジ回折を含む有限な形状の問題として，円板

に対する散乱問題が重要である．この問題に対し，NomuraとKatsura[2]は，平面波を入射

波とした場合を厳密に解析している．そこでは，波動方程式の固有関数展開を用いて界を表

現しており，数値計算を容易にするのために散乱界を級数表現している．

しかしながら，その手法では，半径が 1から 2波長程度までのサイズの円板しか良い結果

が得られない．例として，図 1.1から図 1.3に，垂直入射時の円板の電流分布を，一般的な

プログラミング言語で扱うことのできる倍精度計算によって計算した結果を示す．図 1.1の

ように，円板の半径が 2.5波長のときには，電流の平均値が 2を中心として，波長と同じ周

期で振動している．しかし，図 1.2の 3.5波長，図 1.3の 4.0波長では，平均値は小さくなり，

また波形は大きく乱れている．この現象の原因は，数値計算するときの精度に問題があると

考えられる．

本研究では，境界値問題として円板に対する散乱・回折現象の厳密解法を取り上げ，まず

平面波入射の場合を検討している．そこでは，円板の半径が数波長程度と大きくなった際に

正しい数値解が得られない問題を指摘し，多倍長精度数値計算を導入することで，円板のサ
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第 1 章 序論

イズに依らず良好な数値解が得られることを提案している．次に，この手法に基づき，入射

波を水平方向に偏波した電気的微小ダイポールを波源とした場合について，波源が中心軸か

ら外れたときに一般化して級数展開した解を導出し，数値例を示している．さらに，これら

の解析方法を発展させ，垂直方向に偏波した電気的微小ダイポールを波源とした場合につい

て解析している．ここでは，平面波および水平微小ダイポールとは異なる方法で展開係数を

決定し，数値例を示している．

以下，本章では，はじめに円板に対する散乱・回折問題の歴史的な背景と本研究の位置付

けを述べ，次に本研究の技術的および社会的な意義について述べると共に，その後に本論文

の構成を示す．
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図 1.1: 円板の半径が 2.5波長のときの倍精度での電流分布計算結果
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図 1.2: 円板の半径が 3.5波長のときの倍精度での電流分布計算結果
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図 1.3: 円板の半径が 4.0波長のときの倍精度での電流分布計算結果
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1.2 本研究の歴史的背景

1.2 本研究の歴史的背景

前述のように，平面波を波源とした円板に対する電磁波の散乱は，NomuraとKatsuraが厳

密に解析している [2]．そこでは，ヘルツベクトルを用いて解析すると共に，Weber-Schafheitlin

の不連続積分に関する関数を用いて散乱界を展開している．さらに，精度の改善や解析の容

易さのために，電磁界の表現式を級数表現している．また特に，円板の半径が 1波長程度と

小さい場合について数値例を示している．

水平方向に偏波した電気的微小ダイポールを波源とした，円板に対する解析は Inawashiro

が行っている [3]．そこでは，NomuraとKatsuraの手法を拡張して，電磁界の表現式を級数

形に変換し表しており，円板面から波源までの距離（波源の高さ）が円板の半径に比して１

以下のときに発散してしまう問題を，全ての高さで収束可能な式に変換し解決している．し

かし，級数展開での表現式は，波源の位置を中心軸上に限定しており，数値例も円板の半径

が 1波長程度と小さな場合にしか示されていない．

一方，Balabanらは導体円板に対し，任意の波源を対象として厳密解析を行っている [4, 5]．

そこでは，Coupled Dual Integral Equations(CDIEs)という，円板上の電流と入射電界の接

線成分の積分方程式（DIEs)を用いて導出する方法を提案している．また，Balabanらはこ

の方法を厚みのある完全導体円板の解析にも応用している [6]．他方，Hongoらは，完全導体

円板に対し，Dual Integral Equations(DIEs)を用いた解析を提案している [7, 8]．そこでは，

式の展開にKobayashi PotentialとベクトルHankel変換を導入している．文献 [7]では平面

波を，文献 [8]ではダイポールを想定した球面波を位置および高さを特定しない形で扱って

いる．さらに数値計算では，いずれの場合も波長に対して円板の半径が 1波長程度と小さい

場合のみとなっている．

これら厳密解法に対して任意形状が扱える近似法が考え出され，円板の問題に適用されて

きた．代表的なものは，電磁波を高周波に近似する高周波近似である．その中でも物理光学

近似（Physical Optics, PO）は単純な数値積分の計算でかなりの精度が得られる高周波近似

として，頻繁に使われている [9]．この近似では，完全導体を散乱体とした場合，照射領域で

は電流を 2n × H i（ただし，nは境界面の外側を向く単位法線ベクトル，H iは入射磁界），

影領域では 0と近似し，主として散乱界を求める方法である．このため，物理光学近似では

電流分布計算において端点付近で精度が良くないことが知られている．これに対し，回折を

散乱体の局所的な形状に依ると捕らえたのが幾何光学的回折理論（Geometrical Theory of

Diffraction, GTD）である [10] ．そこでは，端点での回折波が含まれ，電流分布計算での精

度が改善されている．この他，物理光学的回折理論（Physical Theory of Diffraction, PTD）

では，物理光学近似にGTDと同様の回折界を導入し，GTDにおける幾何光学項の発散を解

消している [11]．さらに，一様回折理論（Uniform Theory of Diffraction, UTD）では，回折

界に Fresnel積分を使い，遷移領域でも発散しない工夫を行っている [12]．

これら近似法を使った円板の散乱解析に適用した例としては，平面波においては，古くは
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Eggimannが完全導体円板に対して高周波近似を用いて解析している [13]．Zalipaevは平面

波において，UTDを用いて解析をしている．Duanらは，ダイポール波源を対象として，PO

と後述するモーメント法との比較でPTDやGTDの性能の評価を行っている [14]．評価には

1.5波長の円板の電流分布を用いている．さらに，安藤らは，特にPOやGTDなどの高周波

近似法を使った散乱問題を多く扱っている [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21]．円板に対しては，文

献 [15, 16]では平面波を扱っており，文献 [19]では水平ダイポールを扱っている．また村崎

も，完全導体円板に対して物理光学近似を用いた散乱問題を扱っており，そこではPOの面

積分を線積分に置き換える手法を提案している [22]．

次に，数値解法として，モーメント法（Method of Moment)[23]や有限差分時間領域法

（Finite-Difference Time-Domain Method，FD-TD法）[24]がある．モーメント法は電流分布

を区分的な関数で展開し，電流分布の積分方程式を展開係数に対する連立 1次方程式に近似

して解決する方法である．この方法は，アンテナ設計などに良く使われており，適用範囲も

広い．Arvasらは，完全導体円板に対してモーメント法を用いた散乱問題の解析を行ってい

る [25]．ここでは，検証のために入射界を平面波およびダイポール波源として，文献 [2]と比

較しながら 0.5波長程度の円板の電流分布計算を行っている．一方，FD-TD法は，Maxwell

方程式を時間・空間領域における差分方程式に展開し，逐次その計算を行い，過渡解析する

方法である．この方法は，高周波になるほど解析領域を細かく取る必要がある．Leonciniら

はこの FD-TD法を用いて解析を行っている [26]．

この他，Liら [27]や Zalevskyら [28]，Hodge[29, 30]が円板に対する解析を行っているが，

いずれも 0.2波長から 4波長程度までの比較的小さい円板について扱っている．

以上のように，円板の散乱・回折問題は，完全導体円板を対象とし，平面波および微小ダ

イポールを波源として，重要な問題として多く解析が行われてきた．歴史的には，平面波入

射の場合における厳密解析から始められたが，その数値例では，半径が 1から 2波長程度の

大きさの円板が扱われてきた．その後，その困難さから後にPOなどの高周波近似法が適用

され，またコンピュータの性能の向上とともにモーメント法や FD-TD法などの数値解法が

採用されてきた．一般に．高周波近似などの波長比に対する解析対象の大きさの適用範囲は

良く知られており，文献 [31]では表 1.1のように示されている．この表のように，高周波近

似では 1波長以上で適用が良いとされ，またモーメント法では 10波長以下で，FD-TD法で

は波長に対して非常に小さい場合および大きい場合を除いて適用が良いとされている．一方，

厳密解析における数値例は，先に述べたように，1から 2波長程度でしか得られておらず，10

波長程度の計算値が得られれば，各近似法および数値解法の検証の指針となる値を得ること

ができる．

これまで述べたように，導体円板における厳密解析ではまだ解決すべき課題がいくつか挙

げられる．ここで，本研究で取り挙げる具体的な課題について整理すると，次のようになる．
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1.3 本研究の技術的および社会的な意義

表 1.1: 波長対する各計算法の適用範囲 [31]

計算方法 ～0.1波長 ～1波長 ～10波長 ～100波長 100波長～

高周波近似 × × ○ ○ ○

モーメント法 ○ ○ △ × ×

FD-TD法 △ ○ ○ ○ △
注）○：適用可能　△：適用可能であるが適切ではない　×：適用不可能

• 平面波

– これまで，円板の半径が波長に比して大きい場合，特に 1波長から 10波長程度ま

で．あるいはそれ以上の円板の厳密計算結果が示されていない

• 水平方向に偏波した電気的微小ダイポール波源

– 級数展開の表現式に対して，波源が中心軸上の場合しか扱われていない

• 垂直方向に偏波した電気的微小ダイポール波源

– 波源の位置や高さを考慮した解析が未だなされていない．したがって明確に定式

化が行われていない

以上のように，本研究においてこれらの課題を解決することで，近似法ではその適用範囲

を確認でき，また数値解法では計算精度などの指標となる規範を与えることが可能となる．

1.3 本研究の技術的および社会的な意義

本論文では，平面波および水平方向に偏波した電気的微小ダイポール，垂直方向に偏波し

た電気的微小ダイポールを波源とし，完全導体円板に対する散乱・回折現象を，境界値問題

として扱った厳密解法を確立することを目的とする．その際，特に，数値計算においては多

倍長精度数値計算を導入して，精度良い数値解が得られる工夫をしている．

このような研究に対する技術的な意義としては，第 1に平面波を波源とした場合では，

• 多倍長精度数値計算を導入することで，これまで得られなかった，円板の半径が波長
に比して大きい場合についても，厳密に数値解を得ることができる

ことである．

第 2に，水平方向に偏波した電気的微小ダイポール波源とした場合では，

• 数値計算をする際に有利な級数展開形の表現式に対して，波源が中心軸上から外れて
いる場合の表現式を導出している
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• 波源の高さが波長に比して小さい場合の，収束可能な級数形式の表現を導出している

• 円板の半径が波長に比して大きい場合の数値計算結果を示している

ことが意義として挙げられる．

さらに，第 3に，垂直方向に偏波した微小ダイポール波源とした解析では，

• これまで行われていなかった波源の位置や高さを考慮した解析を行うことで，その現
象を明確にしている

• 波源の高さを考慮した級数展開による表現式を導出しており，数値計算を容易にして
いる

• 円板の大きさが大きい場合の数値計算結果を示している

ことが意義として挙げられる．

また，円板の大きさが 1から 2波長程度までの数値結果はこれまでに得られていた．それ

以上の波長では平面波の場合でも，精度の良い計算結果が得られていなかった．したがって，

本研究の社会的な意義としては，平面波入射をはじめとした，円板の散乱問題に対して，多

倍長精度数値計算を導入することにより，円板の大きさに依らず，数値計算のできる工夫を

した点である．円板の散乱問題は，規範問題として，厳密界を精度良く計算できることによ

り，それら結果が評価の基準として利用できる．本研究の解析手法に基づく，多倍長精度数

値計算を用いた数値計算結果を指標とすることで，近似法やモーメント法，FD-TD法など

の各種手法の，円板に対する結果の精度，収束性，適用範囲などの評価が可能となり，さら

に，今後開発される近似法や計算手法の発展に寄与することができる．また実用的には，近

年小型化が進んでいるマイクロ波帯のパラボラアンテナについて，その設計に必要な解析に

応用することもできる．

1.4 本論文の構成

本論文は 5章で構成されている．第 1章の序論に続き，第 2章は平面波，第 3章では水平

微小ダイポール，第 4章では垂直微小ダイポールを波源とする完全導体円板による散乱界に

ついて述べ，第 5章で本研究の結論を述べている．

第 2章では，平面波を波源とする完全導体円板による散乱問題の厳密解析を行っている．

まず，ヘルツベクトルを導入して問題の設定を行った後，入射界と散乱界をヘルツベクトル

を用いて表現している．次に，散乱界が導体円板を含む平面上の円板の外側で連続，かつ円

板上での電流に応じた不連続を持つよう，Weber-Schafheitlinの不連続積分に帰着する波動

関数でヘルツベクトルを展開している．その上で，境界条件から得られる円板上での散乱界
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のヘルツベクトルを求めている．ここでは補助係数を導入し，ヘルツベクトルを表現して界

を整合し，マトリクス方程式を解くことに帰着させることで，展開係数の決定をしている．

さらに，端点条件により補助係数を決定し，その後，マトリクス方程式の係数の級数表現を

導出して，導体円板上の電流分布および遠方散乱界を計算するための式を示している．数値

計算にあたっては，まず，計算精度の問題を解決するために導入した多倍長精度数値計算に

ついて述べ，次にプログラムの作成を円滑にするために作成したインターフェイスについて

説明している．さらに，計算精度が落ちる原因を調査し，データ長と計算精度の関係を明ら

かにしている．以上の検討を踏まえて，垂直入射よび斜め入射における電流分布を計算して

いる．また本手法の妥当性を示すために，別法との比較を行っている．最後に，遠方散乱界

の計算を行い，物理的意味を検証している．

第 3章では，水平方向に偏波した電気的微小ダイポールを波源とする完全導体円板による

散乱問題の厳密解析を行っている．問題の設定を行った後，ヘルツベクトルにより入射界と

散乱界を表現している．また，第 2章と問題の設定が同じであることから，展開係数と連立

方程式の係数について簡単に述べた後，円板上での微小ダイポール波源の表現を整理し，そ

れを級数表現している．これまで波源が中心軸上にある場合のみ，数値計算に利用可能な級

数展開式が示されていたが，特にここでは，任意の位置に対応できるように級数展開式を定

式化していている．その際，波源の高さが低いときに式が収束しない場合があり，それに対

応する定式化を行っている．また，ここでも級数展開式の計算において，精度が落ちる原因

を調査するとともに，その収束性も検討している．これらの結果を踏まえて，まず，波源が

中心軸上の場合には，これまで得られていなかった波長に比して大きい円板の電流分布計算

を行っている．次に，波源が中心軸上から外れた場合の電流分布計算を行うと共に，別法と

比較し，その妥当性を検証している．

第 4章では，垂直方向に偏波した電気的微小ダイポールを波源とする完全導体円板による

散乱問題の厳密解析を行っている．まず，問題の設定を行い，ヘルツベクトルによる入射界

と散乱界の表現を求めた後，円板上での微小ダイポールの表現を導出している．次に，境界

条件から得られる円板上でのヘルツベクトルを求め，導体円板上での界の整合を行っている．

ここでは第 2章と異なり，境界条件の下で得られた非斉次微分方程式の解を，散乱界と整合

している．その後，端点条件により補助係数を決定し，入射波に関係する式を級数展開して

いる．その際，まず，波源と円板との距離が半径より大きい場合に収束する級数表現式を導

出し，次に，その距離が小さい場合に収束する定式化を行っている．さらに，その級数展開

式の収束性を検討するとともに，波長に対する円板の大きさとデータ長との関係を明らかに

している．最後に，波源が中心軸上のにある場合の電流分布計算を行った後，別法と比較し，

その妥当性を検証している．

第５章では，本論文の結論を述べている．ここではこれまでに得られた結果をまとめると

ともに，今後の課題について述べている．
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第2章 平面波を波源とする完全導体円板

による散乱

2.1 はじめに

本章では，平面波を波源とする完全導体円板による電磁波散乱問題を扱う．この問題は，

NomuraとKatsura[1]によって，厳密な解析が行われている．その解析方法は，散乱界が導

体円板の外側で連続，かつ円板上で電流に応じた不連続を持つようWeber-Schafheitlinの不

連続積分に帰着する波動関数でヘルツベクトルを展開している．そこでは，境界条件と端点

条件より展開係数を決定しており，解析過程で得られるマトリクス方程式の係数を積分形式

から級数展開形式に変換し．厳密に解析している．

この解析手法にしたがって，散乱界を数値計算しようとした場合，一般的なプログラミン

グ言語で使われる変数が持つ倍精度の計算では，第 1章で述べたように，円板の半径が 2.5

～3波長程度まででしか良好な計算結果が得られない．この原因は，計算過程で精度が十分

でないことが考えられる．

本章では，平面波を波源とする完全導体円板に対する散乱の解析を行い，計算精度を考慮

する上で多倍長精度計算法を適用して，従来法では良好な計算結果が得られなかった原因を

探る．さらに，ここでは，電流分布を数値計算して別法との比較を行い，その物理的な考察

をすると共に，数値計算の妥当性を確認し，その後遠方散乱界を示す．

なお，本論文では電磁界の時間変化を ejωtとし以下では省略する．さらに，これ以降，誘

電率を ε, 透磁率を µ, 波数を k(= ω
√
µε), 波長を λ(= 2π/k), 空間の固有インピーダンスを

η(=
√
µ/ε)と表して，説明を省略する．

2.2 問題の設定

図 2.1(a)のように，原点を中心として x–y平面 (z = 0)に置かれた半径 aの非常に薄い完

全導体円板に平面波が入射した場合の散乱界を求める．また，入射平面波は，図 2.1(b)のよ

うに，x–z平面内を z軸から測って負の x軸方向に αの方向から原点へ到来するものとし，

平面波の波数ベクトルを

k(i) = k(sinα, 0,− cosα)
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(a)導体円板 (半径 a,厚み 0)　 (b)平面波の座標系

図 2.1: 導体円板と入射平面波の座標系

とする．入射波の電界E(i)と磁界H(i)は

E(i) = (−E2 cosα,E1,−E2 sinα)ejk(−x sin α+z cos α) (2.1)

H (i) = − 1

jωµ
∇× E(i) (2.2)

と表すことができる．ただし，E1は y軸と平行な成分，E2は垂直な成分である．

ここでは，電界Eおよび磁界Hを入射界E(i)，H (i),と散乱界E(s)，H (s)に分けて，

E = E(i) + E(s) (2.3)

H = H (i) + H (s) (2.4)

とし，散乱界を求めることにする．

付録A.1に示すように，解析の容易さからヘルツベクトルを導入する．入射界の電気的ヘ

ルツベクトルをΠ(i)，散乱界の電気的ヘルツベクトルをΠ(s)とすると，界全体の電気的ヘル

ツベクトルΠは，

Π = Π(i) + Π(s) (2.5)

と表すことができる．

このヘルツベクトルを用いることで，式 (A.1)，(A.2)より，電界および磁界は次のように

表すことができる．

E = ∇(∇ · Π) + k2Π (2.6)

H = jωε∇× Π (2.7)
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2.3 解析

ここでヘルツベクトルΠは，Helmholtz方程式

∇2Π + k2Π = 0 (2.8)

を満足し，さらに電界の x，y成分Ex，Eyおよび磁界の z成分Hzに対する境界条件

Ex = E(i)
x + E(s)

x = 0 (2.9)

Ey = E(i)
y + E(s)

y = 0 (2.10)

Hz = H(i)
z +H(s)

z = 0 (z = 0,
√
x2 + y2 < a) (2.11)

と，式 (A.6)，(A.8)より，磁界のHϕ，Hθ成分に対する端点条件

Hϕ = O(δ
1
2 ) (2.12)

Hθ = O(δ−
1
2 ) (δ =

√
(a−

√
x2 + y2)2 + z2 → 0) (2.13)

を満足する．

2.3 解析

本章では, NomuraとKatsura[1]の手法に従って，数式表現などの表記を整理しながら電磁

界の解析方法について述べる．なお，ここでの解析結果の一部は，次章の水平微小ダイポー

ル，第 4章の垂直微小ダイポールの解析で使われるため，ここで詳しく述べる．

2.3.1 ヘルツベクトルによる入射界と散乱界の表現

入射界の電気的ヘルツベクトルΠ(i)は，x, y成分のみで，

Π(i) = (Π(i)
x ,Π

(i)
y , 0) (2.14)

と表すことができる．これら入射波の各成分をヘルツベクトルを用いて表すと，

Π(i)
x = − E2

k2 cosα
ejk(−x sin α+z cos α) (2.15)

Π(i)
y =

E1

k2
ejk(−x sin α+z cos α) (2.16)

と記述できる．

次に，導体円板上の誘導電流は z成分を持たないので，散乱界も xおよび y成分のみを持

つ電気的ヘルツベクトルを用い，

Π(s) = (Π(s)
x ,Π(s)

y , 0) (2.17)
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第 2 章 平面波を波源とする完全導体円板による散乱

と表すことができ，散乱界のヘルツベクトルは，

Π(s)
x =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnS
n
m(r, z) {An

m cosnϕ+Bn
m sinnϕ} (2.18)

Π(s)
y =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnS
n
m(r, z) {Cn

m cosnϕ+Dn
m sinnϕ} (2.19)

Π(s)
z = 0 (2.20)

と展開できる．ただし，Sn
m(r, z)は文献 [1]で示されている波動方程式の固有関数で，導体円

板表面を除いて，導関数も含めて連続な性質を持っており，

Sn
m(r, z) =

∫ ∞

0

√
ξJn(rξ/a)Jn+m+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − (ka)2
exp

[
−
√
ξ2 − (ka)2

|z|
a

]
dξ (2.21)

と表される．さらに，r =
√
x2 + y2，ϕ = tan−1(y/x)であり，式中の εnは，

εn =

{
1 (n = 0)

2 (n 6= 0)

である．またAn
m, B

n
m, C

n
m, D

n
mは展開係数であり，

B0
m = D0

m = 0

としておく．

2.3.2 境界条件から得られる導体円板上でのヘルツベクトル

まず，z = 0，r < aでの境界条件を満足する散乱界のヘルツベクトルを求める．境界条件

式 (2.9)，(2.10)より，入射電界と散乱電界の接線成分の和は導体円板上で 0でなければなら

ない．このために，z = 0，r < aでの散乱界のヘルツベクトルΠ
(s)
x ,Π

(s)
y を波源からの界を

打ち消す項と補正項に分割して，

Π(s)
x = Π2x − Π(i)

x (2.22)

Π(s)
y = Π2y − Π(i)

y (2.23)

と置き，式 (2.6)，(2.7)に適用し，境界条件式 (2.9)から (2.11)に代入して次のように整理

する．

∂

∂x

(
∂Π2x

∂x
+
∂Π2y

∂y

)
+ k2Π2x = 0 (2.24)

∂

∂y

(
∂Π2x

∂x
+
∂Π2y

∂y

)
+ k2Π2y = 0 (2.25)

∂Π2y

∂x
− ∂Π2x

∂y
= 0 (2.26)
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2.3 解析

また，式 (2.26)より，(Π2x,Π2y)は任意のスカラ関数 U(x, y)を用いて，

(Π2x,Π2y) = ∇tU(x, y) (2.27)

と表すことができる．ただし，∇t = (∂/∂x, ∂/∂y)である．これを式 (2.24), (2.25)に代入し

て整理すると，

∂

∂x

{
∂2U(x, y)

∂x2
+
∂2U(x, y)

∂y2
+ k2U(x, y)

}
= 0 (2.28)

∂

∂y

{
∂2U(x, y)

∂x2
+
∂2U(x, y)

∂y2
+ k2U(x, y)

}
= 0 (2.29)

となるので，U(x, y)についての微分方程式として，

∂2U(x, y)

∂x2
+
∂2U(x, y)

∂y2
+ k2U(x, y) = C (2.30)

を得る．ただしCは任意の定数である．

次に，式 (2.22)，(2.23)を式 (2.18)，(2.19)と整合する．まず，式 (2.30)を円筒座標系で表

すと，

∂2U(r, ϕ)

∂r2
+

1

r

∂U(r, ϕ)

∂r
+

1

r2

∂2U(r, ϕ)

∂ϕ2
+ k2U(r, ϕ) = C (2.31)

を得る．さらに，r = 0で有界な解は，付録A.3の式 (A.9)より

U(r, ϕ) =
∞∑

n=0

εnJn(kr)
{
U (e)

n cosnϕ+ U (o)
n sinnϕ

}
(2.32)

と表される．Jn(z)は n次のBessel関数を表す．ここで，U (e,o)
n は任意の定数であり，導関数

が零となりヘルツベクトルに影響しないので定数Cは除いている．

また，このU(x, y)を用いると，式 (2.22)，(2.23)，(2.27)より，z = 0, r < aでの散乱界の

ヘルツベクトルは，

Π(s)
x =

∂U(x, y)

∂x
− Π(i)

x (x, y, 0) (2.33)

Π(s)
y =

∂U(x, y)

∂y
− Π(i)

y (x, y, 0) (2.34)

と表すことができる．これら式の第１項は，式 (A.14)，(A.15)よりそれぞれ

∂U

∂x
=

∂U

∂r
cosϕ− 1

r

∂U

∂ϕ
sinϕ

=
k

2

∞∑
n=0

εnJn(kr)
[
(U

(e)
n+1 − U

(e)
n−1) cosnϕ+ (U

(o)
n+1 − U

(o)
n−1) sinnϕ

]
(2.35)

∂U

∂y
=

∂U

∂r
sinϕ+

1

r

∂U

∂ϕ
cosϕ

=
k

2

∞∑
n=0

εnJn(kr)
[
(U

(o)
n+1 + U

(o)
n−1) cosnϕ− (U

(e)
n+1 + U

(e)
n−1) sinnϕ

]
(2.36)
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第 2 章 平面波を波源とする完全導体円板による散乱

となる．ただし，

U
(e)
−1 = −U (e)

1 , U
(o)
−1 = U

(o)
1 , U

(o)
0 = 0

である．また第 2項の入射界Π
(i)
x (x, y, 0)，Π

(i)
y (x, y, 0)は，式 (2.15)，(2.16)をフーリエ級数

展開し，

Π(i)
x (x, y, 0) =

∞∑
n=0

εn

[
Π(i)

x

(e)

n cosnϕ+ Π(i)
x

(o)

n sinnϕ
]

(2.37)

Π(i)
y (x, y, 0) =

∞∑
n=0

εn

[
Π(i)

y

(e)

n
cosnϕ+ Π(i)

x

(o)

n sinnϕ
]

(2.38)

と表す．ただし，Π
(i)
x

(e,o)

n ，Π
(i)
y

(e,o)

n は，それぞれ x，yの偶関数および奇関数成分の係数であ

る．以上より，円筒座標系を用いた式 (2.33)，(2.34)の円板上でのヘルツベクトルは次のよ

うに表現できる．

Π(s)
x = −

∞∑
n=0

εn

[
Π(i)

x

(e)

n cosnϕ+ Π(i)
x

(o)

n sinnϕ
]

+
k

2

∞∑
n=0

εnJn(kr)
[
(U

(e)
n+1 − U

(e)
n−1) cosnϕ+ (U

(o)
n+1 − U

(o)
n−1) sinnϕ

]
(2.39)

Π(s)
y = −

∞∑
n=0

εn

[
Π(i)

y

(e)

n
cosnϕ+ Π(i)

x

(o)

n sinnϕ
]

+
k

2

∞∑
n=0

εnJn(kr)
[
(U

(o)
n+1 + U

(o)
n−1) cosnϕ− (U

(e)
n+1 + U

(e)
n−1) sinnϕ

]
(2.40)

2.3.3 導体円板上での界の整合

ここで，展開係数を決定するために，式 (2.18)，(2.19)と式 (2.39)，(2.40)を z = 0で整合

する．

式 (2.18), (2.19)を z = 0と置き，(2.39)と (2.40)に代入すると，

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnS
n
m(r, 0) {An

m cosnϕ+Bn
m sinnϕ}

= −
∞∑

n=0

εn

[
Π(i)

x

(e)

n cosnϕ+ Π(i)
x

(o)

n sinnϕ
]

+
k

2

∞∑
n=0

εnJn(kr)
[
(U

(e)
n+1 − U

(e)
n−1) cosnϕ+ (U

(o)
n+1 − U

(o)
n−1) sinnϕ

]
(2.41)
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2.3 解析

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnS
n
m(r, 0) {Cn

m cosnϕ+Dn
m sinnϕ}

= −
∞∑

n=0

εn

[
Π(i)

y

(e)

n
cosnϕ+ Π(i)

x

(o)

n sinnϕ
]

+
k

2

∞∑
n=0

εnJn(kr)
[
(U

(o)
n+1 + U

(o)
n−1) cosnϕ− (U

(e)
n+1 + U

(e)
n−1) sinnϕ

]
(r < a)

(2.42)

と書くことができる．したがって，フーリエ級数に展開した各成分について，
∞∑

m=0

An
mS

n
m(r, 0) = −Π(i)

x

(e)

n +
k

2
(U

(e)
n+1 − U

(e)
n−1)Jn(kr) (2.43)

∞∑
m=0

Bn
mS

n
m(r, 0) = −Π(i)

x

(o)

n +
k

2
(U

(o)
n+1 − U

(o)
n−1)Jn(kr) (2.44)

∞∑
m=0

Cn
mS

n
m(r, 0) = −Π(i)

y

(e)

n
+
k

2
(U

(o)
n+1 + U

(o)
n−1)Jn(kr) (2.45)

∞∑
m=0

Dn
mS

n
m(r, 0) = −Π(i)

y

(o)

n
− k

2
(U

(e)
n+1 + U

(e)
n−1)Jn(kr) (n = 0, 1, 2, 3, · · · ) (2.46)

と，An
mからDn

mについての方程式が得られる．

次に展開係数An
mなどの決定方法について検討する．以下，簡単のために

ka = γ,
(r
a

)2

= t

と表す．付録A.5に示す，Jacobiの多項式に関連した

un
m(t) = t−n/2

∫ ∞

0

Jn(ξ
√
t)Jn+2m+ 1

2
(ξ)

√
ξ

dξ (2.47)

を用いて，方程式 (2.43)–(2.46)の両辺を 0 < t < 1の範囲で整合する．このun
m(t)は 0 < t < 1

においてmに関して直交完備な関数列である.

式 (2.43)–(2.46)の両辺に，

Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)

Γ(n+ `+ 1
2
)Γ(`+ 1

2
)

tn/2

√
1 − t

× un
` (t) (` = 0, 1, 2, · · · ) (2.48)

を掛け，0 < t < 1 で積分する．すると，
∞∑

m=0

Gn
`,mA

n
m = Π(e)

x

n

` +
k

2
(U

(e)
n+1 − U

(e)
n−1)f

n
` (2.49)

∞∑
m=0

Gn
`,mB

n
m = Π(o)

x

n

` +
k

2
(U

(o)
n+1 − U

(o)
n−1)f

n
` (2.50)

∞∑
m=0

Gn
`,mC

n
m = Π(e)

y

n

`
+
k

2
(U

(o)
n+1 + U

(o)
n−1)f

n
` (2.51)

∞∑
m=0

Gn
`,mD

n
m = Π(o)

y

n

`
− k

2
(U

(e)
n+1 + U

(e)
n−1)f

n
` (2.52)
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と展開係数An
mからDn

mに関する連立方程式が得られる．ただし，

Gn
`,m =

Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)

Γ(n+ `+ 1
2
)Γ(`+ 1

2
)

∫ ∞

0

√
ξJn+2m+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − γ2

{∫ 1

0

tn/2Jn(ξ
√
t)√

1 − t
× un

` (t)dt

}
dξ

(2.53)

Π(e,o)
x

n

` = −Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)

Γ(n+ `+ 1
2
)Γ(`+ 1

2
)

∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

un
` (t)Π(i)

x

(e,o)

n dt (2.54)

Π(e,o)
y

n

`
= −Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)

Γ(n+ `+ 1
2
)Γ(`+ 1

2
)

∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

un
` (t)Π(i)

y

(e,o)

n
dt (2.55)

fn
` =

Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)

Γ(n+ `+ 1
2
)Γ(`+ 1

2
)

∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

un
` (t)Jn(γ

√
t) dt (2.56)

である．式 (2.49)から (2.52)をマトリクス方程式で表現すると，[
Gn

`,m

]
[An

m] =
[
Π(e)

x

n

`

]
+
k

2
(U

(e)
n+1 − U

(e)
n−1) [fn

m] (2.57)[
Gn

`,m

]
[Bn

m] =
[
Π(o)

x

n

`

]
+
k

2
(U

(o)
n+1 − U

(o)
n−1) [fn

m] (2.58)[
Gn

`,m

]
[Cn

m] =
[
Π(e)

y

n

`

]
+
k

2
(U

(o)
n+1 + U

(o)
n−1) [fn

m] (2.59)[
Gn

`,m

]
[Dn

m] =
[
Π(o)

y

n

`

]
− k

2
(U

(e)
n+1 + U

(e)
n−1) [fn

m] (2.60)

となる．これらの両辺に
[
Gn

`,m

]
の逆マトリクスを掛けると，

[An
m] =

[
Ãn

m

]
+
k

2
(U

(e)
n+1 − U

(e)
n−1)

[
f̃n

m

]
(2.61)

[Bn
m] =

[
B̃n

m

]
+
k

2
(U

(o)
n+1 − U

(o)
n−1)

[
f̃n

m

]
(2.62)

[Cn
m] =

[
C̃n

m

]
+
k

2
(U

(o)
n+1 + U

(o)
n−1)

[
f̃n

m

]
(2.63)

[Dn
m] =

[
D̃n

m

]
− k

2
(U

(e)
n+1 + U

(e)
n−1)

[
f̃n

m

]
(2.64)

となり，未定である U
(e,o)
n を除いて展開係数が求まる．ただし，[

Ãn
m

]
=

[
Gn

`,m

]−1
[
Π(e)

x

n

`

]
(2.65)[

B̃n
m

]
=

[
Gn

`,m

]−1
[
Π(o)

x

n

`

]
(2.66)[

C̃n
m

]
=

[
Gn

`,m

]−1
[
Π(e)

y

n

`

]
(2.67)[

D̃n
m

]
=

[
Gn

`,m

]−1
[
Π(o)

y

n

`

]
(2.68)[

f̃n
m

]
=

[
Gn

`,m

]−1
[fn

` ] (2.69)

である．なお，数値計算においては式 (2.65)-(2.69)を有限項で打ち切って計算を行う．
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2.3 解析

2.3.4 端点条件による補助係数の決定

まず，端点条件を使って未定である式 (2.61)-(2.64)に含まれる補助係数U
(e,o)
n を決定する．

ここで，Π
(s)
x ，Π

(s)
y のフーリエ級数展開を

Π(s)
x =

∞∑
n=0

εn

{
Π(s)

x

(e)

n cosnϕ+ Π(s)
x

(o)

n sinnϕ
}

(2.70)

Π(s)
y =

∞∑
n=0

εn

{
Π(s)

y

(e)

n
cosnϕ+ Π(s)

y

(o)

n
sinnϕ

}
(2.71)

とし，H(s)
ϕ のフーリエ級数展開を

H(s)
ϕ =

∞∑
n=0

εn

{
Hϕ

(e)
n cosnϕ+Hϕ

(o)
n sinnϕ

}
(2.72)

としておく．式 (2.70)，(2.71)のΠ
(s)
x,y

(e,o)

n は，式 (2.18)，(2.19)のΠ
(s)
x ，Π

(s)
y を使うと，

Π(s)
x

(e)

n =
∞∑

m=0

An
mS

n
m(r, z) (2.73)

Π(s)
x

(o)

n =
∞∑

m=0

Bn
mS

n
m(r, z) (2.74)

Π(s)
y

(e)

n
=

∞∑
m=0

Cn
mS

n
m(r, z) (2.75)

Π(s)
y

(o)

n
=

∞∑
m=0

Dn
mS

n
m(r, z) (2.76)

と表される．

磁界のヘルツベクトル式 (2.7)より，磁界成分H
(s)
ϕ は，

H(s)
ϕ = −H(s)

x sinϕ+H(s)
y cosϕ

= jωε
∂

∂z

(
Π(s)

y sinϕ+ Π(s)
x cosϕ

)
= jωε

∂Π
(s)
r

∂z
(2.77)

と表される．ただし，Π
(s)
r は，

Π(s)
r = Π(s)

x cosϕ+ Π(s)
y sinϕ (2.78)

である．式 (A.31)より，式 (2.78)は，

Π(s)
r =

∞∑
n=0

εn

{(
Π(s)

x

(e)

n−1 + Π(s)
x

(e)

n+1 − Π(s)
y

(o)

n−1
+ Π(s)

y

(o)

n+1

)
cosnϕ

+
(
Π(s)

x

(o)

n−1 + Π(s)
x

(o)

n+1 + Π(s)
y

(e)

n−1
− Π(s)

y

(e)

n+1

)
sinnϕ

}
(2.79)
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と表される．ただし，

Π(s)
x,y

(o)

0
= 0, Π(s)

x

(e)

−1 = Π(s)
x

(e)

1 , Π(s)
y

(o)

−1
= −Π(s)

y

(o)

1

である．次に式 (2.79)を (2.77)に代入し，式 (2.73)-(2.76)の関係を利用すると，式 (2.72)の

Hϕ
(e)
n およびHϕ

(o)
n は，

Hϕ
(e)
n = jωε

∞∑
m=0

∂Π
(s)
x

(e)

n−1

∂z
+
∂Π

(s)
x

(e)

n+1

∂z
−
∂Π

(s)
y

(o)

n−1

∂z
+
∂Π

(s)
y

(o)

n+1

∂z


= jωε

∞∑
m=0

{
An−1

m

∂Sn−1
m (r, z)

∂z
+ An+1

m

∂Sn+1
m (r, z)

∂z
−Dn−1

m

∂Sn−1
m (r, z)

∂z
+Dn+1

m

∂Sn+1
m (r, z)

∂z

}
(2.80)

Hϕ
(o)
n = jωε

∞∑
m=0

∂Π
(s)
x

(o)

n−1

∂z
+
∂Π

(s)
x

(o)

n+1

∂z
+
∂Π

(s)
y

(e)

n−1

∂z
−
∂Π

(s)
y

(e)

n+1

∂z


= jωε

∞∑
m=0

{
Bn−1

m

∂Sn−1
m (r, z)

∂z
+Bn+1

m

∂Sn+1
m (r, z)

∂z
+ Cn−1

m

∂Sn−1
m (r, z)

∂z
− Cn+1

m

∂Sn+1
m (r, z)

∂z

}
(2.81)

と表される．ただし，式 (2.73)-(2.76)と式 (A.35)より

A−1
m = A1

m, B−1
m = −B1

m, C−1
m = C1

m, D−1
m = −D1

m， S−1
m (r, z) = S1

m(r, z) (2.82)

である．

円板の端部近傍 (z = ±0, r = a− δ (0 < δ � a)) では，式 (A.43)より，

∂Sn
m(r, z)

∂z
' ∓(−1)m

√
πa

δ−
1
2 , (δ = a− r → 0, z = ±0) (2.83)

であるから，式 (2.80)および (2.81)に式 (2.83)を代入すると，

Hϕ
(e)
n ' ∓ jωε

2
√
πa
δ−

1
2

∞∑
m=0

(−1)m
{
An−1

m + An+1
m −Dn−1

m +Dn+1
m

}
(2.84)

Hϕ
(o)
n ' ∓ jωε

2
√
πa
δ−

1
2

∞∑
m=0

(−1)m
{
Bn−1

m +Bn+1
m + Cn−1

m − Cn+1
m

}
(2.85)

である．ここで端点条件式 (2.12)より，式 (2.84)，(2.85)はエッジ近傍で有界でなければな

らない．したがって，式 (2.84)，(2.85)が有界になるのは 0のみで，
∞∑

m=0

(−1)m
{
An−1

m + An+1
m −Dn−1

m +Dn+1
m

}
= 0 (n = 0, 1, 2, 3, · · · )　 (2.86)

∞∑
m=0

(−1)m
{
Bn−1

m +Bn+1
m + Cn−1

m − Cn+1
m

}
= 0 (n = 1, 2, 3, 4, · · · ) (2.87)

となり，これらを満足する必要がある．
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2.3 解析

式 (2.86)のAn−1
m ，An+1

m ，Dn−1
m ，Dn+1

m へ式 (2.61)-(2.64)のマトリクス要素を代入すると，

∞∑
m=0

(−1)m

{
Ãn−1

m +
k

2
(U (e)

n − U
(e)
n−2)f̃

n−1
m + Ãn+1

m +
k

2
(U

(e)
n+2 − U (e)

n )f̃n+1
m

−D̃n−1
m +

k

2
(U (e)

n + U
(e)
n−2)f̃

n−1
m + D̃n+1

m − k

2
(U

(e)
n+2 + U (e)

n )f̃n+1
m

}
= 0

(2.88)

となる．この式のU
(e)
n−2，U

(e,o)
n+2 は打ち消し合い，U

(e)
n のみが残る．そこで，U

(e)
n について解

けば，
∞∑

m=0

(−1)m
{
Ãn−1

m + Ãn+1
m − D̃n−1

m + D̃n+1
m

}
= −

∞∑
m=0

(−1)m
{
f̃n−1

m − f̃n+1
m

}
kU (e)

n

kU (e)
n = −

∞∑
m=0

(−1)m
{
Ãn−1

m + Ãn+1
m − D̃n−1

m + D̃n+1
m

}
∞∑

m=0

(−1)m
{
f̃n−1

m − f̃n+1
m

} (n ≥ 0) (2.89)

を得る．ただし，式 (A.32)と同様に Ã−1
m = Ã1

m，D̃−1
m = −D̃1

m，D̃0
m = 0である．

また，式 (2.87)のBn−1
m ，Bn+1

m ，Cn−1
m ，Cn+1

m に式 (2.62)および (2.63)を代入し，上と同

様に U
(o)
n を含む項と含まない項とで分けると，
∞∑

m=0

(−1)m
{
B̃n−1

m + B̃n+1
m + C̃n−1

m − C̃n+1
m

}
= −

∞∑
n=0

(−1)m
{
f̃n−1

m − f̃n+1
m

}
kU (o)

n

(2.90)

となる．U (o)
n について解けば，

kU (o)
n = −

∞∑
m=0

(−1)m
{
B̃n−1

m + B̃n+1
m + C̃n−1

m − C̃n+1
m

}
∞∑

n=0

(−1)m
{
f̃n−1

m − f̃n+1
m

} (n ≥ 1) (2.91)

を得る．ただし，同様に B̃−1
m = −B̃1

m，C̃−1
m = C̃1

m，B̃0
m = 0である.

2.3.5 連立方程式における係数の級数表現

次に，マトリクス方程式 (2.57)-(2.60)の係数Gn
`,m, f

n
` を級数表現する．
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式 (2.53)のGn
`,mは，式 (A.37)，(A.38)および (A.39)より，

Gn
`,m = g1(n+m+ `, |m− `|) − jg2(n+m+ `, |m− `|) (2.92)

g1(p, q) =

√
π

2

∞∑
k=q

(−1)k

k!

Γ(p− k + 1
2
)Γ(2k + 1)

(
γ
2

)2k

Γ(1
2
− k)Γ(p+ k + 3

2
)Γ(k + q + 1)Γ(k − q + 1)

(2.93)

g2(p, q) =

√
π

2

∞∑
k=0

(−1)k

k!

Γ(p+ k + 1)Γ(2p+ 2k + 2)
(

γ
2

)2p+2k+1

Γ(2p+ k + 2)Γ(p+ k + q + 3
2
)

1

Γ(p+ k − q + 3
2
)Γ(p+ k + 3

2
)

(2.94)

と表される．ここで，Γ(n)は gamma関数を表す．

また，式 (2.56)の fn
` は，式 (A.40) より，

fn
` =

Γ(`+ 1
2
)Γ(n+ `+ 1

2
)

√
2Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

∞∑
ν=0

(−1)ν
(

γ
2

)n+2`+2ν

Γ(ν + 1)Γ(ν + n+ 2`+ 3
2
)

(2.95)

と表される．

2.3.6 導体円板上での平面波の表現

最後に入射界に関連する式Π
(e,o)
x,y

n

` について整理する．

円板上 z = 0では，式 (2.15)および (2.16)は，

Π(i)
x (x, y, 0) = − E2

k2 cosα
e−jkx sin α (2.96)

Π(i)
y (x, y, 0) =

E1

k2
e−jkx sin α (2.97)

と表すことができる．式 (A.41)より，

ejkx sin α = ejkr sin α cos ϕ

=
∞∑

n=0

εnj
nJn(kr sinα) cosnϕ (2.98)

と表すことができるので，式 (2.37)と (2.96)，式 (2.38)と (2.97)をそれぞれ等しいと置き，

式 (2.54), (2.55)に式 (2.98)を代入し，さらに式 (A.26)を用いて，Π
(e)
x

n

`，Π
(o)
x

n

`，Π
(e)
y

n

`，Π
(o)
y

n

`

はそれぞれ

Π(e)
x

n

` =
(−j)nE2√
2k2 cosα

∞∑
ν=0

(−1)ν

(
1

2
γ sinα

)n+2`+2ν

Γ(ν + 1)Γ(ν + n+ 2`+ 3
2
)

(2.99)

Π(e)
y

n

`
= −(−j)nE1√

2k2

∞∑
ν=0

(−1)ν

(
1

2
γ sinα

)n+2`+2ν

Γ(ν + 1)Γ(ν + n+ 2`+ 3
2
)

(2.100)

Π(o)
x

n

` = Π(o)
y

n

`
= 0 (2.101)

と表される．
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2.3 解析

2.3.7 導体円板上での電流分布

式 (2.18)，(2.19)の展開係数を決定できると，実際に電流分布や散乱界を計算することが

できる．ここでは，電流分布の表現を示す．

磁界は式 (2.4)と (2.7)よりヘルツベクトルを用いて，

H = H(i) + jω∇× Π(s) (2.102)

Hx = H(i)
x − jωε

∂Π
(s)
y

∂z
(2.103)

Hy = H(i)
y + jωε

∂Π
(s)
x

∂z
(2.104)

と書ける．したがって，円板表面 (z = ±0)での電流 J は，

Jx = ∓Hy(x, y,±0) = ∓

(
H(i)

y + jωε
∂Π

(s)
x

∂z

∣∣∣∣∣
z=±0

)
(2.105)

Jy = ±Hx(x, y,±0) = ±

(
H(i)

x − jωε
∂Π

(s)
y

∂z

∣∣∣∣∣
z=±0

)
(2.106)

と表される．これら式のヘルツベクトルを含む項は，式 (2.18)，(2.19)を微分して，

∂Π
(s)
x

∂z
=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εn
∂Sn

m(r, z)

∂z
{An

m cosnϕ+Bn
m sinnϕ} (2.107)

∂Π
(s)
y

∂z
=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εn
∂Sn

m(r, z)

∂z
{Cn

m cosnϕ+Dn
m sinnϕ} (2.108)

で表されるので，円板上での電流分布の x，y成分，Jx，Jyは

Jx = ∓Hy(x, y,±0) = ∓

(
H(i)

y + jωε

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εn
∂Sn

m(r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

{An
m cosnϕ+Bn

m sinnϕ}

)
(2.109)

Jy = ±Hx(x, y,±0) = ±

(
H(i)

x − jωε

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εn
∂Sn

m(r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

{Cn
m cosnϕ+Dn

m sinnϕ}

)
(2.110)

で計算できる．

また，電流分布の r，ϕ成分，Jr，Jϕは，

Jr = Jx cosϕ+ Jy sinϕ = ∓H(i)
ϕ − jωε

(
cosϕ

∂Π
(s)
x

∂z

∣∣∣∣∣
z=±0

+ sinϕ
∂Π

(s)
y

∂z

∣∣∣∣∣
z=±0

)
(2.111)

Jϕ = −Jx sinϕ+ Jy cosϕ = ±H(i)
r − jωε

(
− sinϕ

∂Π
(s)
x

∂z

∣∣∣∣∣
z=±0

+ cosϕ
∂Π

(s)
y

∂z

∣∣∣∣∣
z=±0

)
(2.112)
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と表される．これら Jr，Jϕを

Jr =
∞∑

n=0

εn

{
Jr

(e)
n (r) cosnϕ+ Jr

(o)
n (r) sinnϕ

}
(2.113)

Jϕ =
∞∑

n=0

εn

{
Jϕ

(e)
n (r) cosnϕ+ Jϕ

(o)
n (r) sinnϕ

}
(2.114)

とフーリエ級数に展開し，式 (A.33)および (A.34)を利用すると，式 (2.111)，(2.112)は，

Jr
(e)
n = −H(i)

ϕ

(e)

n
− jωε

∂

∂z

{
Πx

(e)
n−1 + Πx

(e)
n+1 − Πy

(o)
n−1 + Πy

(o)
n+1

}
(2.115)

Jr
(o)
n = −H(i)

ϕ

(o)

n
− jωε

∂

∂z

{
Πx

(o)
n−1 + Πx

(o)
n+1 + Πy

(e)
n−1 − Πy

(e)
n+1

}
(2.116)

Jϕ
(e)
n = H(i)

r

(e)

n − jωε
∂

∂z

{
Πx

(o)
n−1 − Πx

(o)
n+1 + Πy

(e)
n−1 + Πy

(e)
n+1

}
(2.117)

Jϕ
(o)
n = H(i)

r

(o)

n − jωε
∂

∂z

{
−Πx

(e)
n−1 + Πx

(e)
n+1 + Πy

(o)
n−1 + Πy

(o)
n+1

}
(2.118)

となる．これらに式 (2.73)-(2.76)を代入すると，

Jr
(e)
n = −H(i)

ϕ

(e)

n
− jωε

∞∑
m=0

{
An−1

m

∂Sn−1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

+ An+1
m

∂Sn+1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

−Dn−1
m

∂Sn−1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

+Dn+1
m

∂Sn+1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

}
(2.119)

Jr
(o)
n = −H(i)

ϕ

(o)

n
− jωε

∞∑
m=0

{
Bn−1

m

∂Sn−1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

+Bn+1
m

∂Sn+1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

+Cn−1
m

∂Sn−1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

− Cn+1
m

∂Sn+1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

}
(2.120)

Jϕ
(e)
n = −H(i)

r

(e)

n − jωε

∞∑
m=0

{
Bn−1

m

∂Sn−1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

+Bn+1
m

∂Sn+1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

+Cn−1
m

∂Sn−1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

+ Cn+1
m

∂Sn+1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

}
(2.121)

Jϕ
(o)
n = −H(i)

r

(e)

n − jωε
∞∑

m=0

{
−An−1

m

∂Sn−1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

+ An+1
m

∂Sn+1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

+Dn−1
m

∂Sn−1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

+Dn+1
m

∂Sn+1
m (r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

}
(2.122)

を得る．ただし，∂Sn
m(r,z)
∂z

は式 (A.42)より，Gaussの超幾何関数 F (a, b, c;x)を使って，

∂Sn
m(r, z)

∂z

∣∣∣∣
z=±0

= ∓1

a

√
2tn/2Γ(m+ n+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(m+ 1
2
)

(1 − t)−
1
2F (−m,n+m+

1

2
, n+ 1; t)

(2.123)
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と変形できる．

2.3.8 遠方散乱界

次に遠方での散乱界を求める．観測点を (x, y, z)とし，さらに原点から観測点までの距離

をR =
√
x2 + y2 + z2と表す．式 (2.18), (2.19)に Sn

m(r, z)の漸近展開式 (A.46)を代入する

と，遠方では，

Π(s)
x '

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {An

m cosnϕ+Bn
m sinnϕ} e

−jkR

R
(2.124)

Π(s)
y '

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {Cn

m cosnϕ+Dn
m sinnϕ} e

−jkR

R
(2.125)

と表される．ただし，j`(x)は球Bessel関数を表す．

極座標系 (R, θ, ϕ)でのヘルツベクトルの各成分は，

Π(s)
r = cosϕΠ(s)

x + sinϕΠ(s)
y (2.126)

Π(s)
ϕ = − sinϕΠ(s)

x + cosϕΠ(s)
y (2.127)

Π(s)
z = 0 (2.128)

Π
(s)
R = sin θΠ(s)

r (2.129)

Π
(s)
θ = cos θΠ(s)

r = cos θ
(
cosϕΠ(s)

x + sinϕΠ(s)
y

)
(2.130)

と書くことができる．また，これらヘルツベクトル式とA.11より，式 (2.6)と (2.7)の遠方

での電磁界の各成分は，

H
(s)
θ = −k

2

η
Π(s)

ϕ (2.131)

H(s)
ϕ =

k2

η
Π

(s)
θ (2.132)

E
(s)
θ = ηH(s)

ϕ = k2Π
(s)
θ (2.133)

E(s)
ϕ = −ηH(s)

θ = k2Π(s)
ϕ (2.134)

となる．

2.4 多倍長精度数値計算インターフェイスの構成

2.4.1 多倍長精度数値計算

近年におけるコンピュータの進歩は劇的なものであり，これまで難しかった数値計算も簡

単かつ高速に計算することができるようになった．併せて，これまで倍精度や４倍精度でし
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か計算できなったが，それ以上の高精度で計算できる仕組み，すなわち，多倍長精度数値計

算という手法が出現してきた．

一般に単精度（32[bit]）や倍精度（64[bit]）より高い精度のことを多倍長精度と呼ぶ．多

倍長精度を扱えるシステムでは，ユーザが任意に精度，言い換えれば桁数（一般に 2進の桁

数）の変数を宣言でき，さらにそれらの演算を行うことができる．ただし，単精度や倍精度

の計算はハードウェアで実現できるが，多倍長精度の計算はソフトウェアにより実現されて

いる．

多倍長精度計算を実現するには，変数に対しては整数の場合は表現したい数全体を，浮動

小数の場合は表現したい数の仮数部全体を表現できるような大きさのメモリを確保し，演算

に対してはそれら変数が計算できるような仕組みを作ればよい．現在リリースされている多

倍長精度計算のためのソフトウェアはこの原理に基づいているが，基数を 2進ではなく 10進

で扱うものや，特に多くの時間を費やす乗算について工夫が行われているものがある．

多倍長精度計算のソフトウェアにはソフトウェアタイプとライブラリタイプがある．ソフ

トウェアタイプは，MathematicaやMapleのような計算したい数式を任意の精度（桁数）で

実現するものである．またライブラリタイプは，プログラミング言語に対してライブラリと

いう形で組み込むことが可能となり，繰り返し行う数値計算に利用される他，開発者が自身

でプログラムが書けるために，自由度が高くなっている．

多倍長精度計算ライブラリにはいくつか種類がある．特に，どのような変数を扱えるかが

重要であり（対象の変数が扱えれば，その演算は可能である），整数，実数，浮動小数点数，

固定小数点数，有理数，複素数などが扱う対象となる．また使うことのできる言語も考慮す

る必要があり，C言語，C++言語で扱えるものが多いが，Java，FORTRAN，アセンブラ，

Pythonなどでも扱えるものがある．

C言語およびC++言語においては多倍長精度数値計算が可能な数値計算ライブラリである

GMP（GNU Multiple Precision Arithmetic Library）[2]が開発されている．GMPは，整数，

有理数，浮動小数点数の変数に対し任意の桁数（2進数における桁数）を指定することができ

る．一方，C言語にはGMPをベースに任意精度浮動小数点演算を行うためのMPFR(Multiple

Precision Floating-Point Reliable Library)[3]がある．MPFRには，三角関数や gamma関数

など数学ライブラリ関数が用意されている上，任意の精度で計算値が得られる精度保証計算

の機能が用意されている．また，GMPとMPFRのライブラリは，両者を組み合わせて利用

することができる．

2.4.2 GMPクラス変数とMPFRの関数群とのインターフェイス

前節のように，任意の桁の演算を行うことのできるライブラリは大変有用である．しかし

ながら，C言語でGMPを使う場合，加算であっても add(m,n)など関数の形で記述しなけれ
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ばならず，また初期化や終了処理などが煩雑であるので，この点が非常に使い勝手が悪い．

一方，C++言語に対応したライブラリ（通称GMP++）では，クラス変数が利用可能であ

り，変数の初期化や終了処理の記述が必要ない．その上，GMP++では加減乗除を+− ∗ /
記号で記述することができ，C言語のGMPに比して非常に使い勝手が良く，煩雑さは激減す

る．しかしながら，MPFRはC++のクラスインターフェイスを持っていないため，クラス変

数を使って数学ライブラリ関数を計算することができない．したがって，MPFRをGMP++

で使うためには，独自のインターフェイスを作成・工夫する必要がある．

そこで本研究に際し，これらの問題を解決するGMPクラス変数からMPFR関数へのイ

ンターフェイスを新たに作成した．本研究で作成したインターフェイスの流れを図 2.2に示

す．図のように，gmpクラス形式で変数を関数に受け渡し，関数内部でまず gmpクラスか

らmpfr形式の変数に変換し，mpfr形式の変数で当該関数を計算する．次にmpfr形式の変

数から gmpクラスに変換する必要があるが，この操作は直接できない．そこで，まずmpfr

形式の変数から gmp形式の変数に変換し，さらに gmp形式の変数から gmpクラスに変換を

行っている．最終的にその gmpクラスを戻り値として返しているが，各プロセスにおいて

変数間の精度は保証されている．

gmp クラスからｍｐｆｒ変数への変換

mpfr変数でmpfr関数を計算

gmp変数からgmp クラスへの変換

gmp クラスで引数を受け取り

gmp クラスで値を返す

mpfr変数からgmp変数への変換

図 2.2: gmpクラスからmpfr関数の利用方法
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� �
mpf_class sqrt(const mpf_class &class_x)

gmp クラスで引数を受け取り

{

mpfr_t mpfr_x,mpfr_y;

mpfr_init_set_f(mpfr_x,class_x.get_mpf_t(),RND);

gmp クラスからmpfr変数への変換

mpfr_init(mpfr_y);

mpfr_sqrt(mpfr_y,mpfr_x,RND);

mpfr変数でmpfr関数を計算

mpfr_clear(mpfr_x);mpf_t y;mpf_init(y);

mpfr_get_f(y,mpfr_y,RND);

mpfr変数から gmp変数への変換

mpf_class class_y(y,PREC);

gmp変数から gmp クラスへの変換

mpfr_clear(mpfr_y); mpf_clear(y);

return class_y;

gmpクラスで値を返す

}� �

図 2.3: 平方根を計算するためのインターフェイス
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図 2.3に，このインターフェイスを用いた一例として，平方根を計算するための関数を示

す．特に，「gmp クラスからmpfr変数への変換」部では，mpfr変数を初期化したのち，gmp

クラス変数の値を初期値として代入することで変換を行っている．また，「mpfr変数から gmp

変数への変換」および「gmp変数から gmp クラスへの変換」部で，mpfr変数から gmpクラ

スへの変換を，mpfr変数→gmp 変数→gmpクラスと，gmp 変数を媒介させて変換を行っ

ている．

本研究では，このようなインターフェイスを三角関数など数値計算に必要な関数群に対し

て用意し，以降利用している．このインターフェイスにより，GMP++のクラス変数を用い

てMPFRの数学ライブラリ関数を利用するこが可能となり，プログラミングを容易にして

いる．

2.5 計算精度の検討

本節では，[Gn
`,m]の計算精度について調査する．

ここで，[Gn
`,m]の構成要素である式 (2.93)および式 (2.94)の

g1(p, q) =

√
π

2

∞∑
k=q

(−1)k

k!

Γ(p− k + 1
2
)Γ(2k + 1)

(
γ
2

)2k

Γ(1
2
− k)Γ(p+ k + 3

2
)Γ(k + q + 1)Γ(k − q + 1)

g2(p, q) =

√
π

2

∞∑
k=0

(−1)k

k!

Γ(p+ k + 1)Γ(2p+ 2k + 2)
(

γ
2

)2p+2k+1

Γ(2p+ k + 2)Γ(p+ k + q + 3
2
)

1

Γ(p+ k − q + 3
2
)Γ(p+ k + 3

2
)

に対して（ただし，γ = ka = 2πa/λ），データ長，円板の半径 aと波長 λの比 a/λと計算精

度の関係を検証する．ただし，ここでの計算精度は，512[bit]を基準として設定したデータ

長 n[bit]での精度，すなわち両者が一致した桁数，

d = − log10

∣∣∣∣g1,2n-bit
− g1,2512-bit

g1,2512-bit

∣∣∣∣ (2.135)

で表す．

a/λに対する，g1(p, q)および g2(p, q)の計算精度を図 2.4に示す．図は，横軸は a/λを，縦

軸は計算精度dとし，nを64[bit]と128[bit]で計算した例である．ここでdは g1(p, q)，g2(p, q)

の計算精度の平均としている．また p = 0，q = 0とし，総和は収束したと判断できる第 100

項までとしている．図 2.4より，a/λが大きくなる，すなわち波長に対して半径が大きくな

るにしたがって計算精度が落ちていることがわかる．特にデータ長 64[bit]での a/λ = 5で

は，2桁目より結果が異なってしまっている．また，64[bit]と 128[bit]との比較により，デー

タ長を大きくすると計算精度が高くなることがわかる．
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図 2.4: 各データ長における g1(p, q)および g2(p, q)に対する a/λでの計算精度

次に，総和をする際の打ち切り項数と計算精度の関係を調査するために，

g1(p, q) =

√
π

2

∞∑
k=q

(−1)k

k!

Γ(p− k + 1
2
)Γ(2k + 1)

(
γ
2

)2k

Γ(1
2
− k)Γ(p+ k + 3

2
)Γ(k + q + 1)Γ(k − q + 1)

=
∞∑

k=q

ak (2.136)

とし，さらに，kを qからN まで足したものを

gN
1 (p, q) =

N∑
k=q

ak (2.137)

として，k = q, q + 1, q + 2 · · · ,と加算する過程での精度を検証した．
p = 0，q = 0，a/λ = 1, 2, 3, 5，データ長を 64[bit] としたときの結果を図 2.5に示す．横

軸はN，縦軸は計算精度 dを示している．図より，a/λの値によらず，N が大きくなるにつ

れて，計算精度が落ちてしまっていることがわかる．したがって，計算は総和の過程で精度

が落ちてしまっていると判断される．またこの結果は，g2(p, q)でも同じであった．
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a / λ =
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d

N
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図 2.5: データ長 64[bit]における p = 0，q = 0，a/λ = 1, 2, 3, 5の場合の計算精度

次に，さらに詳しく精度が落ちる原因を調べるため，式 (2.137)の gN
1 (p, q)と aN との関係

を調査した．p = 0，q = 0，a/λ = 5の場合の，gN
1 (p, q)と aN の値を図 2.6に示す．さらに，

図 2.6のN = 20から 40を拡大したものを図 2.7に示す．横軸はN，縦軸は akの kを qか

らN までを足した gN
1 (p, q)を表す．図より，gN

1 (p, q)と aN のいずれも正負の振動を繰り返

し，さらに一旦 1023程度の大きな値になり，その後小さくなっていくことがわかる．aN と

gN
1 (p, q)の値も振動していることから，gN

1 (p, q)は aN とほぼ等しい値を取ると考えられる．
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図 2.6: p = 0，q = 0，a/λ = 5の場合の g1(p, q)と akの値
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図 2.7: p = 0，q = 0，a/λ = 5の場合の g1(p, q)と akの値 (N=20-40を拡大）
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そこで，この図の縦軸を絶対値にし，対数目盛りとしたものを図2.8に示す．図より，k < 80

までは |gN
1 (p, q)| ' |aN |であり，k > 80になると |aN |は小さくなるが |gN

1 (p, q)|は一定値と
なる．これは，式 (2.136)のN が小さいときには gN

1 (p, q) = gN−1
1 (p, q) + aN ' aN となって，

この間ではN − 1まで足した gN−1
1 (p, q)は，N では aN の値が大きいために埋もれてしまい，

N での gN
1 (p, q)にほとんど反映されていないことを示しており，このように桁落ちが発生し

ている．

次に，式 (2.93)，(2.94)の g1(p, q)，g2(p, q)の値におけるデータ長と計算精度との関係を調

査した．図 2.9に設定したデータ長で得られる g1(p, q)の精度を示す．横軸はデータ長，縦軸

は計算精度 dを表す．図では，p = 0，q = 0とし，データ長は 64[bit]から 16[bit]間隔で変

化させた．図 2.9より，a/λ = 2.0では，データ長が 64[bit]の場合には d = 15までであるの

に対し，128[bit]の場合は d = 35まで得られている．一方，a/λ = 8.0では，128[bit]の場合

には d = 0，すなわち 1桁も正確な値が得られていないが，256[bit]では d = 37まで正確な

値が得られている．また，精度は設定したデータ長にほぼ比例して増加している．したがっ

て，この比例関係により，各 a/λにおいて要求される精度に対し，必要なデータ長を予測す

ることができる．

さらに，a/λに対する，g1(p, q)および g2(p, q)を総和するための各項の値を調査した．a/λ

をパラメータとして，p = 0，q = 0の場合の結果を図 2.10に示す．横軸は式 (2.136)および

g2(p, q) =

√
π

2

∞∑
k=0

(−1)k

k!

Γ(p+ k + 1)Γ(2p+ 2k + 2)
(

γ
2

)2p+2k+1

Γ(2p+ k + 2)Γ(p+ k + q + 3
2
)

1

Γ(p+ k − q + 3
2
)Γ(p+ k + 3

2
)

=
∞∑

k=0

bk (2.138)

(2.94)のkの値を，縦軸は第k項のakおよび bkの絶対値を示しており、図中の数値がa/λを表

している．図より，kが増加すると akおよび bkは両者とも急速に減少するが，半径 a/λ = 2.0

と 6.0では，それぞれおよそ 40項目および 110項目で 10−10まで減少しており，円板が大き

くなるほど，計算項数を増やす必要がある．

最後に，電流分布の計算を行う場合に，展開係数の計算に要する項数を調べた．垂直入射

で電界が y成分のみの場合の展開係数の値を図 2.11に示す．横軸はm，縦軸は式 (2.19)の展

開係数の１つであるCn
mの絶対値である．また図中の数値は a/λを表し，n = 0ときのみと

した．この結果においても，円板が大きくなるほど，計算項数を増やす必要があることがわ

かる．
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図 2.8: p = 0,q = 0,a/λ = 5の場合の |g1|と |ak|の値
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図 2.9: 各データ長で発生する精度 (p = 0，q = 0，a/λ = 2, 4, 6, 8)
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2.6 数値計算

前節までの調査をもとに，電流分布および遠方散乱界を計算する．

2.6.1 垂直入射における電流分布

まず，垂直入射（図 2.1で α = 0[◦]，E1 = 1，E2 = 0）に対する円板表面（z = +0）での

電流分布を図 2.12から 2.16に示す．ここで，図の横軸は円板の中心からの距離 rと波長 λの

比 r/λを，縦軸は電流の y成分を入射磁界H(i)で規格化したものを表す．また各図では a/λ

の値をそれぞれ，3.5，4.0，4.5，6.0，8.0としている．いずれの図でも，電流分布は物理光

学近似界の結果である 2を中心として，放射方向に波長と同じ数で振動している．また，円

板の端では，入射電界と平行な電流（ϕ = 90[◦]）は有限値となり，垂直な電流（ϕ = 0[◦]）は

発散しており，端点での性質を示している．さらに，円板の半径が整数波長の場合は中心軸

上の電流は極小値となるが，半整数波長の場合は極大値となる．垂直入射における半無限平

板の場合，電流分布は文献 [4]にあるように，直接波により生じる誘導電流（物理光学界）と

エッジ回折波は，エッジから整数波長離れた位置で逆相となり，互いに弱め合う性質を持っ

ている．このことから類推すると，円板においても，半径が整数波長のとき，エッジ回折界

が集中する円板の中心付近で物理光学界を回折界が弱め合い，極小値となっているものと解

釈できる．最後に，図 2.15はデータ長 128[bit]，図 2.16はデータ長 256[bit]で計算している．

これらは図 2.9から得られる精度の見積もりより余裕を持って計算をしているが，これまで

得られていなかった波長に比べて大きな円板に対しては，4倍長および多倍長精度数値計算

を導入することによって，良好な結果が得られることがわかる．
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図 2.12: 垂直入射に対する電流分布（a/λ = 3.5）
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図 2.13: 垂直入射に対する電流分布（a/λ = 4.0）
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図 2.14: 垂直入射に対する電流分布（a/λ = 4.5）

ϕ =

r / λ

o

o

o

|J
y 

/ H
(i)

|

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 0  1  2  3  4  5  6

0
45
90

図 2.15: 垂直入射に対する電流分布（a/λ = 6.0）
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図 2.16: 垂直入射に対する電流分布（a/λ = 8.0)

2.6.2 斜め入射における電流分布

次に，斜め入射における電流分布を示す．図 2.17から 2.19に，円板の半径が a/λ = 3.5

のときの，円板表面（z = +0）の電流分布を示す．ただし，図 2.1(b)において，E1 = 1，

E2 = 0，入射角は α =30，45，60[◦]とした．斜め入射の場合，垂直入射と比較して，その

振動の振幅は円板の中心で小さく，端部で大きくなる．一方，斜め入射の場合でも，垂直入

射の場合同様に，円板の端では電界と平行な電流（ϕ = 90◦）は有限値となり，垂直な電流

（ϕ = 0◦）は発散しており，この場合でも端点の性質を示している．さらに，全体的な振幅

の平均は，α =30[◦]のときは約 1.7，45[◦]では約 1.4，60[◦]では約 1.0となっている．これら

結果は，垂直入射と同じく物理光学近似（2× cosα）を中心として振動していることに起因

している．

図 2.20から図 2.22に，円板の半径を a/λ = 6.0のときの電流分布を示す．この場合，図

2.20の 30[◦]では中心部分が平坦となるが，端部付近は垂直入射と変わらない．さらに入射

角を図 2.21，図 2.22と大きくすると，端部付近も平坦となり，60[◦]では端部付近以外ほと

んど平坦となってしまうことがわかる．
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図 2.17: 斜め入射における電流分布（a/λ = 3.5，入射角 30度）
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図 2.18: 斜め入射における電流分布（a/λ = 3.5，入射角 45度）
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図 2.19: 斜め入射における電流分布（a/λ = 3.5，入射角 60度）
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図 2.20: 斜め入射における電流分布（a/λ = 6.0，入射角 30度）
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図 2.21: 斜め入射における電流分布（a/λ = 6.0，入射角 45度）

ϕ =

r / λ

o

o

o

|J
y 

/ H
(i)

|

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 0  1  2  3  4  5  6

0
45
90

図 2.22: 斜め入射における電流分布（a/λ = 6.0，入射角 60度）
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2.6.3 別法との比較

(1)高周波近似との比較

まず，円板が大きい場合の本手法と，高周波近似による結果とを比較する．円板の半径が

a/λ = 6.0で垂直入射での図 2.15の結果と，等価端部電磁流源からの寄与を円周に沿って

数値積分した回折波と物理光学波の和で近似した高周波近似電流 [5] とを比較したものを図

2.23に示す．図では，両者の差がわかりづらいので，中心軸上と最大値付近の様子を拡大し

て示している．図より，両者ともに物理光学近似である 2を中心に振動しており，ほぼ一致

していることが確認できる．また，拡大図を見ると，円板中心での差は 0.05程度であり，両

者の一致がよくわかる．一方，r/λ = 5.6付近ではその差は 0.1と少し大きくなっていること

が確認できる．
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図 2.23: 本計算と高周波近似での電流分布（a/λ = 6.0）
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(2)モーメント法との比較

次に，同じく垂直入射で円板の半径が a/λ = 2.5における，モーメント法 [6]と本手法によ

る電流計算の比較を図 2.24に示す．図中の「on the x,y axis」はモーメント法での結果，「on

x,y axis[centroid]」が文献 [7]で提案しているモーメント法での結果である．図より，本手法

と 2つの手法のモーメント法はよく一致している．序論の表 1.1より，モーメント法はこの

波長では適用可能であるが適切ではないと評価されていたが，よく一致している．しかしな

がら，円板端部 (r/λ = 2.5)付近で一致していないことが，適切でないという評価になって

いると言える．
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図 2.24: モーメント法と本手法での電流分布（a/λ = 2.5）

47



2.6 数値計算

(3)FD-TD法との比較

最後に，FD-TD法と本手法による電流との比較を図 2.25から 2.26に示す．図 2.25は 3.5，

2.26は 4.0での結果である．また，図中の「rigorous」は本手法，「FD-TD」は FD-TD法に

よるものである．ただし，「FD-TD」は分割幅を λ/20として計算している．図より，3.5で

はよく一致しているが，4.0では中心部と端部で一致しているがそれ以外の場所では一致し

てない．この差は序論で議論したように，FD-TD法が分割できる格子の大きさで精度が決

定するために，同じ分割数で解析を行った今回の比較では，より高周波な a/λ = 4.0の方が

大きく生じたものと考えられる．また，このことは，a/λが大きくなるにつれてその差は大

きくなっていくと考えられる．
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図 2.25: FD-TD法と本手法での電流分布（a/λ = 3.5，FD-TD分割幅:λ/20）
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図 2.26: FD-TD法と本手法での電流分布（a/λ = 4.0，FD-TD分割幅:λ/20）

48



第 2 章 平面波を波源とする完全導体円板による散乱

2.6.4 遠方散乱界

図 2.27に，垂直入射に対する散乱界の電界分布について示す．図では，a/λ = 3.5，ϕ = 0

および 90[◦]としている．なお，ϕ = 0の場合Eθ = 0であり，ϕ = 90の場合Eϕ = 0である

ので，それぞれϕ = 0でのEϕ，ϕ = 90[◦]でのEθを表している．図において，横軸は観測角

θ，縦軸は垂直入射時の後方 (θ = 0)での物理光学界で規格化した電界強度Eである．ϕ = 0

および 90[◦]のいずれの場合も θ = 0付近での散乱界，すなわちメインローブではほぼ同じ

値を示している．さらに，メインローブとサイドローブのピークの数は，a/λの 2倍である

ことがわかる．一方，ϕ = 0[◦]のときのEϕに着目すると，θ = 60～90[◦]と変化しても，電

界強度が-40[dB]一定である．また，ϕ = 0[◦]のときは，0となっていないために散乱界は下

がっていない．これに対し，ϕ = 90[◦]のときのEθは θ = 90[◦]付近で，-60[dB]以下と大き

く減衰する．これは，式 (2.130)および (2.132)，(2.133)より，Hϕ = 0となるのでEθ = 0と

なるためである．

次に，a/λ = 4.0においての電界分布の計算結果を図 2.28に示す．さらに，a/λ = 6.0の

場合を図 2.29に示す．いずれの結果も，a/λ = 3.5と同様に，θ = 0付近での散乱界はほぼ

同じ値を示し，さらにメインローブとサイドローブのピークの数は，a/λの 2倍である．
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図 2.27: 垂直入射に対する散乱界（a/λ = 3.5）
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図 2.28: 垂直入射に対する散乱界（a/λ = 4.0）
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図 2.29: 垂直入射に対する散乱界（a/λ = 6.0）
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2.7 むすび

本章では，平面波を波源とする完全導体円板による散乱界の検討を行い，計算精度を考慮

する上で多倍長精度計算法を適用して，従来法では良好な計算結果が得られなかった原因を

探った．以下，本章をまとめる．

• まず，NomuraとKatsuraの手法に従って，数式表現などの表記を整理しながら電磁界

の解析方法について詳しく述べた．

• 次に，多倍長数値計算を円滑に進めるために，GMP++とMPFRライブラリのイン

ターフェイスを作成した．GMPおよびMPFRの特徴を生かし，数学ライブラリ関数

の利用および四則演算の利用の簡易化を実現した．

• さらに，展開係数を計算するためのGn
`,mの構成要素である g1(p, q)および g2(p, q)の級

数計算の計算精度について調査した．その結果，この計算過程において計算精度が低

下が見られ，その原因は桁落ちにあり，それは多倍長精度数値計算で防ぐことが可能

であった．

• これらの検証を考慮して，電流分布の計算を行った．垂直入射の場合，電流は物理光
学近似の結果を中心に円板の半径と波長の比の周期で振動する．また中心部分の電流

は，円板の半径が整数波長の場合は極小値，半整数波長の場合は極大値となることを

明らかにした．

• 次に，斜め入射の場合の電流分布の計算を行った．この場合も物理光学近似界を中心
に振動するが，円板の端部で振動が大きく，中心部で小さくなることを明らかにした．

また，入射角が大きくなるほどその振幅は小さくなることを明らかにした．

• さらに，高周波近似，モーメント法，FD-TD法での結果と本手法での結果と比較し，

結果の妥当性を確認した．

• 最後に，遠方散乱界の計算を行い，電流分布計算での結果を反映した結果が得られた．
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第3章 水平微小ダイポールを波源とする

完全導体円板による散乱

3.1 はじめに

前章では，NomuraとKatsura[1]の手法を用い，多倍長精度数値計算法を導入して，平面

波入射において波長と比較して大きな導体円板の計算を可能とした．

Inawashiro[2]は同様の解析方法を用い，波源が円板に対して水平を向いた電気的微小ダイ

ポールの場合についての解析を行っている．そこでは，波源が中心軸上にある場合に限って

級数形式での表現が示されている．．

また Inawashiro[2]やHongoら [3]では，数値例は波長に対する円板の半径が１程度までが

示されており，円板の半径が大きい場合の数値例はこれまで示されていない．

そこで本章では，水平方向に偏波した電気的微小ダイポールの場合の解析方法を検討する．

特に波源が中心軸上から外れている場合について解析を一般化し，その特性についても議論

する．また同時に，波長と比較して大きな導体円板での数値計算を行い，その物理的特性に

ついて検討する．

3.2 問題の設定

図 3.1のように，z = 0の x–y平面に原点を中心とした半径 aの非常に薄い完全導体円板

が置かれており，さらに x軸方向を向く，円板に対して平行な電気的微小ダイポール（以下，

これを水平微小ダイポールと呼ぶ）波源 Id`が (x0, y0, z0)に置かれた場合の電磁界分布を求

める．ここでは，電界Eおよび磁界Hを入射界E(i)，H (i),と散乱界E(s)，H (s)に分けて，

E = E(i) + E(s) (3.1)

H = H (i) + H (s) (3.2)

とし，水平ダイポール波源からの放射界を入射界としたときの散乱界を求めることにする．

入射界の電気的ヘルツベクトルをΠ(i)，散乱界の電気的ヘルツベクトルをΠ(s)とすると，

界全体の電気的ヘルツベクトルΠは，

Π = Π(i) + Π(s) (3.3)
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Circular Disk

z

x

y

x0

z0

a

y0

φ

electric

dipole
Idl

図 3.1: 導体円板と座標系

と表すことができる．

このヘルツベクトルを用いることで，式 (A.1)，(A.2)より，電界及び磁界は次のように表

すことができる．

E = ∇(∇ · Π) + k2Π (3.4)

H =
jk

η
∇× Π (3.5)

ここでヘルツベクトルΠは，Helmholtz方程式

∇2Π + k2Π = 0 (3.6)

を満足し，さらに，電界の x，y成分Ex，Eyおよび磁界の z成分Hzに対する境界条件

Ex = E(i)
x + E(s)

x = 0 (3.7)

Ey = E(i)
y + E(s)

y = 0 (3.8)

Hz = H(i)
z +H(s)

z = 0 (z = 0,
√
x2 + y2 < a) (3.9)

と，付録A.2式 (A.6)，(A.8)より，磁界のHϕ，Hθ成分に対する端点条件

Hϕ = O(δ
1
2 ) (3.10)

Hθ = O(δ−
1
2 ) (δ =

√
(a−

√
x2 + y2)2 + z2 → 0) (3.11)

を満足する．

3.3 解析

水平微小ダイポールに対する解析は，問題の設定を第 2章の平面波波源の場合と比較する

と，入射波が異なるのみであることから，その解析方法は入射界の表現以外，平面波と同じ
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3.3 解析

である．したがって，ここでは円板上での水平微小ダイポールに対する入射界の表現のみを

詳しく説明し，その他の内容および式の表現は簡単に説明する．

3.3.1 ヘルツベクトルによる入射界と散乱界の表現

(x0, y0, z0)に置かれた，水平微小ダイポール Id`の入射界の電気的ヘルツベクトルΠ(i)は，

波源が x方向を向いているため x成分のみで，

Π(i) = (Π(i)
x , 0, 0) (3.12)

Π(i)
x = aΠ0

e−jkR

R
, Π0 =

ηIdl

4πjka
(3.13)

R =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 (3.14)

と表される．ここで，

x0 ≥ 0, y0 ≥ 0, z0 > 0,

と制限しても一般性を失うことはないので，以降これを用いて解析する．

また，導体円板上の誘導電流は z成分を持たないので，散乱界も xおよび y成分のみを持

つ電気的ヘルツベクトルを用いて次のように表すことができる．

Π(s) = (Π(s)
x ,Π(s)

y , 0) (3.15)

さらに散乱界のヘルツベクトルは，

Π(s)
x =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnS
n
m(r, z) {An

m cosnϕ+Bn
m sinnϕ} (3.16)

Π(s)
y =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnS
n
m(r, z) {Cn

m cosnϕ+Dn
m sinnϕ} (3.17)

Π(s)
z = 0 (3.18)

と展開できる．ただし，Sn
m(r, z)は第 2章式 (2.21)であり，文献 [1]で示されている波動方程

式の固有関数であり，導体円板表面を除いて，導関数も含めて連続な性質を持っている．ま

た，r =
√
x2 + y2，ϕ = tan−1(y/x)であり，式中の εnは，

εn =

{
1 (n = 0)

2 (n 6= 0)

である．さらに，

B0
m = D0

m = 0

としておく．An
m, B

n
m, C

n
m, D

n
mは展開係数である．また，これ以降，

h =
z0

a
> 0, t0 =

x2
0 + y2

0

a2
, t =

r2

a2

として表現する．
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3.3.2 展開係数と連立方程式の係数

展開係数は，第 2章同様の方法で求めることができる．

z = 0，r < aでの散乱界のヘルツベクトルΠ
(s)
x ,Π

(s)
y を波源からの界を打ち消す項と端点

条件を満足させるための補正項に分割し，さらに補正項に対しスカラ関数 U(x, y)を用いる

と，第 2章の式 (2.33)，(2.34)と同様に，

Π(s)
x =

∂U(x, y)

∂x
− Π(i)

x (x, y, 0) (3.19)

Π(s)
y =

∂U(x, y)

∂y
(3.20)

と表すことができる．ただし，r = 0で有界な解は，付録A.3の式 (A.9)より

U(r, ϕ) =
∞∑

n=0

εnJn(kr)
{
U (e)

n cosnϕ+ U (o)
n sinnϕ

}
(3.21)

と表される．ここで，U (e,o)
n は任意の定数である.

第 2章の式 (2.35)，(2.36)と同様に，式 (A.14)，(A.15)より, このU(r, ϕ)を利用し，直角

座標の微分から円筒座標の微分に変換し，式 (3.19)，(3.20)の第 1項は，

∂U

∂x
=

k

2

∞∑
n=0

εnJn(kr)
[
(U

(e)
n+1 − U

(e)
n−1) cosnϕ+ (U

(o)
n+1 − U

(o)
n−1) sinnϕ

]
(3.22)

∂U

∂y
=

k

2

∞∑
n=0

εnJn(kr)
[
(U

(o)
n+1 + U

(o)
n−1) cosnϕ− (U

(e)
n+1 + U

(e)
n−1) sinnϕ

]
(3.23)

と導出できる．ただし，

U
(e)
−1 = −U (e)

1 , U
(o)
−1 = U

(o)
1 , U

(o)
0 = 0

である．

式 (3.19)の入射界Π
(i)
x (x, y, 0)をフーリエ級数展開すると，

Π(i)
x (x, y, 0) =

∞∑
n=0

εn

[
Π(i)

x

(e)

n cosnϕ+ Π(i)
x

(o)

n sinnϕ
]

(3.24)

と表すことができる．

次に，式 (3.16), (3.17)において z = 0と置き，さらに式 (3.22)，(3.23)および式 (3.24)を

整合すると，第 2章式 (2.49)から (2.52)と同様に，
∞∑

m=0

Gn
`,mA

n
m = Π(e)

x

n

` +
k

2
(U

(e)
n+1 − U

(e)
n−1)f

n
` (3.25)

∞∑
m=0

Gn
`,mB

n
m = Π(o)

x

n

` +
k

2
(U

(o)
n+1 − U

(o)
n−1)f

n
` (3.26)

∞∑
m=0

Gn
`,mC

n
m =

k

2
(U

(o)
n+1 + U

(o)
n−1)f

n
` (3.27)

∞∑
m=0

Gn
`,mD

n
m = −k

2
(U

(e)
n+1 + U

(e)
n−1)f

n
` (3.28)

57



3.3 解析

と展開係数に関する方程式が得られる．ただし，Gn
`,m，f

n
` は付録A.7の式 (A.37)–(A.40)よ

り得られる．

式 (3.25)から (3.28)は，An
m-Dn

mについての連立方程式をマトリクス方程式で表現すると，

第 2章式 (2.57)から (2.60)と同様にして，[
Gn

`,m

]
[An

m] =
[
Π(e)

x

n

`

]
+
k

2
(U

(e)
n+1 − U

(e)
n−1) [fn

m] (3.29)[
Gn

`,m

]
[Bn

m] =
[
Π(o)

x

n

`

]
+
k

2
(U

(o)
n+1 − U

(o)
n−1) [fn

m] (3.30)[
Gn

`,m

]
[Cn

m] =
k

2
(U

(o)
n+1 + U

(o)
n−1) [fn

m] (3.31)[
Gn

`,m

]
[Dn

m] = −k
2
(U

(e)
n+1 + U

(e)
n−1) [fn

m] (3.32)

となる．これらの両辺に
[
Gn

`,m

]
の逆マトリクスを掛けると，

[An
m] =

[
Ãn

m

]
+
k

2
(U

(e)
n+1 − U

(e)
n−1)

[
f̃n

m

]
(3.33)

[Bn
m] =

[
B̃n

m

]
+
k

2
(U

(o)
n+1 − U

(o)
n−1)

[
f̃n

m

]
(3.34)

[Cn
m] =

k

2
(U

(o)
n+1 + U

(o)
n−1)

[
f̃n

m

]
(3.35)

[Dn
m] = −k

2
(U

(e)
n+1 + U

(e)
n−1)

[
f̃n

m

]
(3.36)

となり展開係数が求まる．ただし，[
Ãn

m

]
=

[
Gn

`,m

]−1
[
Π(e)

x

n

`

]
(3.37)[

B̃n
m

]
=

[
Gn

`,m

]−1
[
Π(o)

x

n

`

]
(3.38)[

f̃n
m

]
=

[
Gn

`,m

]−1
[fn

` ] (3.39)

である．

さらに U
(e)
n ，U

(o)
n は端点条件式 (3.11)より，第 2章式 (2.89)，(2.91)と同様に，

kU (e)
n = −

∞∑
m=0

(−1)m
{
Ãn−1

m + Ãn+1
m

}
∞∑

m=0

(−1)m
{
f̃n−1

m − f̃n+1
m

} (n ≥ 0) (3.40)

kU (o)
n = −

∞∑
m=0

(−1)m
{
B̃n−1

m + B̃n+1
m

}
∞∑

n=0

(−1)m
{
f̃n−1

m − f̃n+1
m

} (n ≥ 1) (3.41)

と表される．ただし，Ã−1
m = Ã1

m，B̃−1
m = −B̃1

mである．
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3.3.3 導体円板上での入射界の表現

次に，入射界に関連する式Π
(e,o)
x

n

` について整理する．

式 (A.64)より，円板表面（z = +0）における，入射界のヘルツベクトル式 (3.13)を円筒

座標系で表すと，

Π(i)
x = Π

(i)
0

∞∑
n=1

εnIn(t) cosn(ϕ− ϕ0)

= Π
(i)
0

∞∑
n=1

εnIn(t)(cosnϕ0 cosnϕ+ sinnϕ0 sinnϕ) (3.42)

となる．ただし，ϕ0 = tan−1 x0/y0であり，

In(t) =

∫ ∞

0

ξe−h
√

ξ2−γ2√
ξ2 − γ2

Jn(ξ
√
t)Jn(ξ

√
t0) dξ (3.43)

である．Π
(i)
x

(e)

n ，Π
(i)
x

(o)

n は，式 (3.24)と (3.43)を比較することで，この In(t)を用いて，

Π(i)
x

(e)

n = Π0In(t) cosnϕ0 (3.44)

Π(i)
x

(o)

n = Π0In(t) sinnϕ0 (3.45)

と表すことができる．

ここで，0 < t < 1において直交完備な関数列 un
m(t)で In(t)を展開する．式 (A.21)を In(t)

に適用すると，

In(t) =
∞∑

m=0

Ĩm
n t

n/2un
m(t) (3.46)

Ĩm
n =

(4m+ 2n+ 1)Γ(m+ 1)Γ(m+ n+ 1)

Γ(n+m+ 1
2
)

∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

× un
m(t)In(t)dt (3.47)

となる．Ĩm
n は式 (3.43)の In(t)を代入すると，

Ĩm
n =

(4m+ 2n+ 1)Γ(m+ 1)Γ(m+ n+ 1)

Γ(n+ 1
2
)

×
∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

un
m(t)

∫ ∞

0

ξe−h
√

ξ2−γ2√
ξ2 − γ2

Jn(ξ
√
t)Jn(ξ

√
t0) dξdt (3.48)

となる．ξと tに関する積分を入れ替え，式 (A.24)のBessel関数の展開式を使って tの積分
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を行うと，Ĩm
n は

Ĩm
n =

(4m+ 2n+ 1)Γ(m+ 1)Γ(m+ n+ 1)

Γ(n+m+ 1
2
)

∫ ∞

0

ξe−h
√

ξ2−γ2√
ξ2 − γ2

Jn(ξ
√
t0)

×
∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

× un
m(t)Jn(ξ

√
t)dt dξ

=
(4m+ 2n+ 1)Γ(m+ 1)Γ(m+ n+ 1)

Γ(n+m+ 1
2
)

∫ ∞

0

ξe−h
√

ξ2−γ2√
ξ2 − γ2

Jn(ξ
√
t0)

×
Γ(m+ 1

2
)Γ(n+m+ 1

2
)

√
2Γ(m+ 1)Γ(n+m+ 1)

√
2

ξ
Jn+2m+ 1

2
(ξ)dξ

= (4m+ 2n+ 1)Γ(m+
1

2
)

∫ ∞

0

√
ξJn(ξ

√
t0)Jn+2m+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − γ2
e−h

√
ξ2−γ2

dξ (3.49)

と表すことができる．

この式を式 (3.46)に代入し，付録A.5の un
` (t)の直交性を用いると，入射界の展開係数で

ある式 (3.37)および (3.38)中のΠ
(e)
x

n

` は以下のようになる．

Π(e)
x

n

` = −
Γ(n+ `+ 1

2
)Γ(`+ 1

2
)

Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)

∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

un
` (t)Π0In(t) cosnϕ0 dt

= −
Γ(n+ `+ 1

2
)Γ(`+ 1

2
)

Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)

∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

un
` (t)Π0

∞∑
m=0

Ĩn
mt

n/2un
m(t) cosnϕ0 dt

= −
Γ(n+ `+ 1

2
)Γ(`+ 1

2
)

Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)
Π0Ĩ

n
`

∫ 1

0

tn√
1 − t

un
` (t)un

` (t) cosnϕ0 dt

= −
Γ(n+ `+ 1

2
)Γ(`+ 1

2
)

Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)
Π0Ĩ

n
`

Γ(n+ `+ 1
2
)

(4`+ 2n+ 1)Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)
cosnϕ0

= Π0F
n
` cosnϕ0 (3.50)

ただし，

F n
` =

∫ ∞

0

√
ξJn(ξ

√
t0)Jn+2`+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − γ2
e−h

√
ξ2−γ2

dξ (3.51)

とした．

同様にして，Π
(o)
x

n

` は

Π(o)
x

n

` = −
Γ(n+ `+ 1

2
)Γ(`+ 1

2
)

Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)

∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

un
` (t)Π0

In(t)

a
sinnϕ0 dt

= Π0F
n
` sinnϕ0 (3.52)

と表される．
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3.3.4 級数展開

文献 [2]では，波源を中心軸上に限定し，t0 = 0 として式 (3.51)の F n
` に対応した文献 [2]

の式 (24)を得ている．本論文ではこれを一般化し，これまで行われていなかった波源が中心

軸上から外れている場合，すなわち t0 6= 0としてF n
` を数値計算可能な級数形式に表現する．

Bessel関数の積の級数展開 [4]

Jµ(az)Jν(bz) =
(az)µ(bz)ν

2µ+νΓ(ν + 1)

∞∑
n=0

(−1)nGν(−µ− 2n, ν + 1; b2/a2)

n!Γ(µ+ n+ 1)

(az
2

)2n

(3.53)

を式 (3.51)に用いると，F n
` は，

F n
` =

t
n/2
0

22n+2`+ 1
2 Γ(n+ 1)

∞∑
ν=0

(−1)νGν(−n− 2`− 2ν − 1
2
, n+ 1; t0)

22νν!Γ(n+ 2`+ ν + n+ 3
2
)

∫ ∞

0

ξ2n+2`+2ν+1√
ξ2 − γ2

e−h
√

ξ2−γ2
dξ

(3.54)

と書き換えられる．ただし，Gν(a, b;x)は Jacobiの多項式である．式中の無限積分は，以下

のように変形できる．ξ = ζγと変形し，µ = n+ `+ ν，β = γhと置くと，∫ ∞

0

ξ2n+2`+2ν+1√
ξ2 − γ2

e−h
√

ξ2−γ2
dξ = ζ2µ+1 · I (3.55)

と表される．Iは，
√
ζ2 − 1 = j

√
1 − ζ2と置き，実数部と虚数部に分け，

I =

∫ ∞

0

ζ2µ+1√
ζ2 − 1

e−β
√

ζ2−1dζ

= −j
∫ 1

0

ζ2µ+1√
1 − ζ2

e−jβ
√

1−ζ2
dζ +

∫ ∞

1

ζ2µ+1√
ζ2 − 1

e−β
√

ζ2−1dζ (3.56)

となる．さらに，第 1項では
√

1 − ζ2 = s，第 2項では
√
ζ2 − 1 = sと変換すると，

I = −j
∫ 1

0

(1 − s2)µe−jβsds+

∫ ∞

1

(1 + s2)µe−βsds

=

∫ ∞

1

(1 + s2)µe−βsds−
∫ 1

0

(1 − s2)µ sin βsds− j

∫ 1

0

(1 − s2)µ cos βsds (3.57)

となる．ここで，Bessel関数の積分表示 [5]を用いることにより，

I = −2µ− 1
2
√
πΓ(µ+ 1)

βµ+ 1
2

Yµ+ 1
2
(β) − 1

2
j

√
πΓ(µ+ 1)

(β/2)µ+ 1
2

Jµ+ 1
2
(β)

= −j
√
π

2

√
πΓ(µ+ 1)

(β/2)µ+ 1
2

H
(2)

µ+ 1
2

(β) (3.58)
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と変換できる．ただし，H(2)
ν (x)は第 2種Hankel関数を表す．これを利用して，式 (3.54)は

次のように変形できる．

F n
` =

(t
n/2
0

22n+2`+ 1
2 Γ(n+ 1)

∞∑
ν=0

(−1)νGν(−n− 2`− 2ν − 1
2
, n+ 1; t0)

22νν!Γ(n+ 2`+ ν + n+ 3
2
)

γ2n+2`+2ν+1

×

(
−j

√
π

2

Γ(n+ `+ ν + 1)

(1
2
γh)n+`+ν+ 1

2

H
(2)

n+`+ν+ 1
2

(γh)

)

= −j
√
π

2

t
n/2
0

Γ(n+ 1)

∞∑
ν=0

(−1)νGν(−n− 2`− 2ν − 1
2
, n+ 1; t0)

22νν!Γ(n+ 2`+ ν + n+ 3
2
)

×
( γ

2h

)n+`+ν+ 1
2
Γ(n+ `+ ν + 1)H

(2)

n+`+ν+ 1
2

(γh) (3.59)

ここで，式 (3.59)の実数部は h < 1において発散する．そのため，0 < h < 1で収束する

ように式を変形する．

まず，式 (3.59)の実数部

ReF n
` = −

√
π

2

t
n/2
0

Γ(n+ 1)

∞∑
ν=0

(−1)νGν(−n− 2`− 2ν − 1
2
, n+ 1; t0)

22νν!Γ(n+ 2`+ ν + n+ 3
2
)

×
( γ

2h

)n+`+ν+ 1
2
Γ(n+ `+ ν + 1)Yn+`+ν+ 1

2
(γh)

= (−1)m+n

√
π

2

t
n/2
0

n!

∞∑
ν=0

(−1)νGν(−n− 2`− 2ν − 1
2
, n+ 1; t0)

22νν!Γ(n+ 2`+ ν + n+ 3
2
)

×
( γ

2h

)n+`+ν+ 1
2
{

Γ(n+ `+ ν + 1)J−(n+`+ν+ 1
2
)(γh)

}
(3.60)

をBessel関数の級数展開 [6]を用いて，次のように変形する．

ReF n
` = (−1)m+n

√
π

2

t
n/2
0

n!

∞∑
ν=0

(−1)νGν(−n− 2`− 2ν − 1
2
, n+ 1; t0)

22νν!Γ(n+ 2`+ ν + n+ 3
2
)

( γ
2h

)n+`+ν+ 1
2

×Γ(n+ `+ ν + 1)
∞∑

p=0

(−1)p
(

γh
2

)2p−(n+`+ν+ 1
2
)

p!Γ(p− n− `− ν + 1
2
)

= (−1)m+n

√
π

2

t
n/2
0

n!
h−(2`+2n+1)

∞∑
p=0

(−1)p

p!

(
γh

2

)2p

×
∞∑

ν=0

Γ(n+ `+ ν + 1)

ν!Γ(n+ 2`+ ν + n+ 3
2
)

Gν(−n− 2`− 2ν − 1
2
, n+ 1; t0)

Γ(p− n− `− ν + 1
2
)

h−2ν (3.61)

さらに，Jacobiの多項式を，

Gk(a, c; x) = 1 +
k∑

`=0

(−1)`

(
k

`

)
Γ(k + a+ `)Γ(c)

Γ(k + a)Γ(c+ `)
x` (3.62)
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と展開すれば [7]，

ReF n
` = (−1)m+n

√
π

2
t
n/2
0 h−(2`+2n+1)

∞∑
p=0

(−1)p

p!

(
γh

2

)2p

×
∞∑

ν=0

ν∑
q=0

Γ(n+ `+ ν + 1)

Γ(n+ 2`+ ν + n+ 3
2
)Γ(p− n− `− ν + 1

2
)
h−2ν

×
(−1)qΓ(q − ν − n− 2`+ 1

2
)tq0

q!Γ(ν − q + 1)Γ(−ν − n− 2`− 1
2
)Γ(q + n+ 1)

(3.63)

と記述できる．ただし，式 (3.62)の
(

p
ν

)
は二項係数で，(

k

`

)
=

k!

(k − `)!`!
(3.64)

である．さらに νを ν + qで置き換えると，

ReF n
` =

√
1

2π
t
n/2
0 h−(2`+2n+1)

∞∑
p=0

(−1)p

p!

(
γh

2

)2p ∞∑
q=0

(−1)qtq0
q!Γ(q + n+ 1)

×
∞∑

ν=0

(−1)ν

ν!
h−2ν−2q Γ(ν + q + n+ `+ 1)Γ(ν + q − p+ n+ `+ 1

2
)

Γ(ν + n+ 2`+ 3
2
)

(3.65)

となる．

ここで式 (3.65)の級数の収束性について考察する．このために，gamma関数の p � 1の

ときの漸近展開

Γ(p+ α) '
√

2πpα− 1
2 e−p(1−log p) (p� 1) (3.66)

を用いる．

• pに関して

式 (3.65)の総和の順序を入れ替えると，

ReF n
` =

√
1

2π
t
n/2
0 h−(2`+2n+1)

∞∑
q=0

(−1)qtq0
q!Γ(q + n+ 1)

∞∑
ν=0

(−1)ν

ν!
h−2ν−2qΓ(ν + q + n+ `+ 1)

×
∞∑

p=0

(−1)p

p!

(
γh

2

)2p Γ(ν + q − p+ n+ `+ 1
2
)

Γ(ν + n+ 2`+ 3
2
)

(3.67)

となる．この pに関する総和の項は

(−1)pΓ(ν + q − p+ n+ `+ 1
2
)

p!

(
γh

2

)2p

' (−1)p+ν+q+n+`

2π
pν+q+n+`− 1

2 e2p(1−log p) (p� 1)

(3.68)

と変形でき，その総和は p� 1で収束する．ただし，上式の変形では公式 [8]

Γ(−n+
1

2
) =

(−1)nπ

Γ(n+ 1
2
)

(3.69)

を利用している．
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• qに関して

pと同じように総和を入れ換えると，

ReF n
` =

√
1

2π
t
n/2
0 h−(2`+2n+1)

∞∑
ν=0

(−1)ν

ν!
h−2ν

∞∑
p=0

(−1)p

p!

(
γh

2

)2p
1

Γ(ν + n+ 2`+ 3
2
)

×
∞∑

q=0

(−1)qtq0
q!Γ(q + n+ 1)

h−2qΓ(ν + q − p+ n+ `+
1

2
)Γ(ν + q + n+ `+ 1)

(3.70)

となる．この qに関する総和の項は

(−1)qtq0
Γ(ν + q + n+ `+ 1)Γ(ν + q − p+ n+ `+ 1

2
)

q!Γ(q + n+ 1)
h−2q

' (−1)qq2ν+n+2`−p− 1
2
tq0
h2q

(q � 1) (3.71)

と変形でき，その総和は h >
√
t0のときに収束する．

• νに関して

同様にして，式 (3.65)の νに関する総和

(−1)ν Γ(ν + q + n+ `+ 1)Γ(ν + q − p+ n+ `+ 1
2
)

ν!Γ(q + n+ 1)
h−2ν

' (−1)νν2q+n+2`−p− 1
2

1

h2ν
(ν � 1) (3.72)

は， 1
h2 < 1のときに収束する．

以上より，式 (3.65)は，h >
√
t0かつ h > 1のときに収束する．そこで，h < 1で収束する

ように qおよび νについての総和を変形する．

まず，式 (3.65)の νでの総和はGaussの超幾何関数 [9]で表すことができて，

ReF n
` =

√
1

2π
t
n/2
0 h−(2`+2n+1)

∞∑
p=0

(−1)p

p!

(
γh

2

)2p ∞∑
q=0

(−1)qtq0
q!Γ(q + n+ 1)

×
Γ(q + n+ `+ 1)Γ(q − p+ n+ `+ 1

2
)

Γ(n+ 2`+ 3
2
)

h−2q

×F (q + n+ `+ 1, q − p+ n+ `+
1

2
, n+ 2`+

3

2
,− 1

h2
)

=

√
π

2
(−1)n+` h−(2`+2n+1)

Γ(n+ 2`+ 3
2
)
t
n/2
0

∞∑
p=0

(−1)p

p!

(
γh

2

)2p

×
∞∑

q=0

Γ(q + n+ `+ 1)

q!Γ(q + n+ 1)Γ(p− q − n− `+ 1
2
)

(
t0
h2

)q

×F (q + n+ `+ 1, q − p+ n+ `+
1

2
, n+ 2`+

3

2
,− 1

h2
) (3.73)
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となる．ここで pおよび qの無限の総和の順序を入れ換え，p → p − ν，q → νと置き換え

ると，

ReF n
` =

√
π

2
(−1)n+` h−(2`+2n+1)

Γ(n+ 2`+ 3
2
)
t
n/2
0

∞∑
p=0

(−1)p

p!

(
γh

2

)2p

×
p∑

ν=0

(
p

ν

)
(−1)νΓ(ν + n+ `+ 1)

Γ(ν + n+ 1)Γ(p− 2ν − n− `+ 1
2
)

(
t0
h2

)ν (
γh

2

)−2ν

×F (ν + n+ `+ 1, 2ν − p+ n+ `+
1

2
, n+ 2`+

3

2
,− 1

h2
) (3.74)

とする．さらに，Gaussの超幾何関数を変換する．超幾何関数の公式 [10]より，

F (ν + n+ `+ 1, 2ν − p+ n+ `+
1

2
, n+ 2`+

3

2
,− 1

h2
)

=

(
1 +

1

h2

)−(q+n+`+1)

×F (q + n+ `+ 1, n+ 2`+
3

2
− (q − p+ n+ `+

1

2
), n+ 2`+

3

2
,

− 1
h2

− 1
h2 − 1

)

=

(
1 +

1

h2

)−(ν+n+`+1)

F (ν + n+ `+ 1, p− 2ν + `+ 1, n+ 2`+
3

2
,

1

1 + h2
)

(3.75)

と変換できるので，これを (3.74)に代入すると，ReF n
` は，

ReF n
` =

√
π

2
(−1)n+` (1 + h2)−(`+n+1)

Γ(n+ 2`+ 3
2
)
t
n/2
0

∞∑
p=0

(−1)p

p!

(
γh

2

)2p

×
p∑

ν=0

(
p

ν

)
(−1)νΓ(ν + n+ `+ 1)

Γ(ν + n+ 1)Γ(p− 2ν − n− `+ 1
2
)

(
t0

1 + h2

)ν (
γh

2

)−2ν

×F (ν + n+ `+ 1, p− 2ν + `+ 1, n+ 2`+
3

2
,

1

1 + h2
) (3.76)

となる．この式の収束性を前述のように調査する．まず，式 (3.76)を超幾何関数を級数展開
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し，以下のように変形する．

ReF n
` =

√
π

2
(−1)n+` (1 + h2)−(`+n+1)

Γ(n+ 2`+ 3
2
)
t
n/2
0

×
∞∑

p=0

∞∑
ν=0

(−1)p

p!

(
γh

2

)2p
(−1)νΓ(ν + n+ `+ 1)

ν!Γ(ν + n+ 1)Γ(p− ν − n− `+ 1
2
)

(
t0

1 + h2

)ν

×F (ν + n+ `+ 1, p− 2ν + `+ 1, n+ 2`+
3

2
,

1

1 + h2
)

=

√
π

2
(−1)n+` (1 + h2)−(`+n+1)

Γ(n+ 2`+ 3
2
)
t
n/2
0

×
∞∑

p=0

∞∑
ν=0

∞∑
k=0

(−1)p

p!

(
γh

2

)2p
Γ(ν + n+ `+ 1)

ν!Γ(ν + n+ 1)Γ(p− ν − n− `+ 1
2
)

(
t0

1 + h2

)ν

×
Γ(k − ν + `+ 1

2
)Γ(k + ν − p+ n+ `+ 1

2
)Γ(n+ 2`+ 3

2
)

k!Γ(ν − p+ n+ `+ 1
2
)Γ(k + n+ 2`+ 3

2
)

(1 + h2)−k

=
1√
2π
t
n/2
0 (1 + h2)−(`+n+1)

×
∞∑

p=0

∞∑
ν=0

∞∑
k=0

1

p!

(
γh

2

)2p
(−1)νΓ(ν + n+ `+ 1)

ν!Γ(ν + n+ 1)

(
t0

1 + h2

)ν

×
Γ(k − ν + `+ 1

2
)Γ(k + ν − p+ n+ `+ 1

2
)

k!Γ(−ν + `+ 1
2
)Γ(k + n+ 2`+ 3

2
)

(1 + h2)−k (3.77)

この式を使って，各総和の添字について収束性を判断する．

• pに関して

式 (3.77)総和の順序を入れ替えて，

ReF n
` =

1√
2π
t
n/2
0 (1 + h2)−(`+n+1)

∞∑
ν=0

(−1)νΓ(ν + n+ `+ 1)

ν!Γ(ν + n+ 1)

(
t0

1 + h2

)ν

×
∞∑

k=0

(1 + h2)−k Γ(k − ν + `+ 1
2
)

k!Γ(−ν + `+ 1
2
)Γ(k + n+ 2`+ 3

2
)

×
∞∑

p=0

1

p!

(
γh

2

)2p

Γ(k + ν − p+ n+ `+
1

2
) (3.78)

となる．この pに関する総和の項は

1

p!

(
γh

2

)2p

Γ(k + ν − p+ n+ `+
1

2
) =

(−1)p−k−ν−n−`

2π

(
γh

2

)2p

pk+ν+n+`− 1
2 e2p(1−log p)

(3.79)

と変形でき，その総和は p� 1で収束する．
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• νに関して

同様に総和の順序を入れ替えて，

ReF n
` =

1√
2π
t
n/2
0 (1 + h2)−(`+n+1)

∞∑
p=0

1

p!

(
γh

2

)2p ∞∑
k=0

1

k!Γ(k + n+ 2`+ 3
2
)
(1 + h2)−k

×
∞∑

ν=0

(−1)νΓ(ν + n+ `+ 1)

ν!Γ(ν + n+ 1)

(
t0

1 + h2

)ν

×
Γ(k − ν + `+ 1

2
)Γ(k + ν − p+ n+ `+ 1

2
)

Γ(−ν + `+ 1
2
)

(3.80)

となる．この νに関する総和の項は

(−1)νΓ(ν + n+ `+ 1)

ν!Γ(ν + n+ 1)

(
t0

1 + h2

)ν Γ(k − ν + `+ 1
2
)Γ(k + ν − p+ n+ `+ 1

2
)

Γ(−ν + `+ 1
2
)

(1 + h2)

= (−1)ν−kν2k−p+n+2`

(
t0

1 + h2

)ν

(3.81)

と変形でき，その総和は t0
1+h2 < 1であれば収束する．

• kに関して

同様に総和の順序を入れ替えて，

ReF n
` =

1√
2π
t
n/2
0 (1 + h2)−(`+n+1)

×
∞∑

p=0

1

p!

(
γh

2

)2p ∞∑
ν=0

(−1)νΓ(ν + n+ `+ 1)

ν!Γ(ν + n+ 1)

(
t0

1 + h2

)ν

×
∞∑

k=0

Γ(k − ν + `+ 1
2
)Γ(k + ν − p+ n+ `+ 1

2
)

k!Γ(−ν + `+ 1
2
)Γ(k + n+ 2`+ 3

2
)

(1 + h2)−k (3.82)

となる．この νに関する総和の項は

Γ(k − ν + `+ 1
2
)Γ(k + ν − p+ n+ `+ 1

2
)

k!Γ(k + n+ 2`+ 3
2
)

(1 + h2)−k

= k−p+ 1
2 (1 + h2)−k (3.83)

と変形でき，その総和の収束条件は (1 + h2) > 1となり，必ず収束する．

式 (3.81)，(3.83)より，式 (3.76)は t0 − h2 < 1で収束する
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3.4 級数展開式の特性

ここで，式 (3.76)として得られたReF n
` の特性について検証を行う．

まず，前節で収束性を検討したReF n
` について詳しく調査する．式 (3.76)の pでの総和の

各項を，

Sp =
(−1)p

p!

(
γh

2

)2p

　　
p∑

ν=0

(
p

ν

)
(−1)νΓ(ν + n+ `+ 1)

Γ(ν + n+ 1)Γ(p− 2ν − n− `+ 1
2
)

×
(

t0
1 + h2

)ν (
γh

2

)−2ν

F (ν + n+ `+ 1, p− 2ν + `+ 1, n+ 2`+
3

2
,

1

1 + h2
)

(3.84)

とし，pに対する Spの変化について検討する．まず，n = ` = 0とし，Spを整理すると，

Sp =
(−1)p

p!

(
γh

2

)2p p∑
ν=0

p!

ν!(p− ν)!

(−1)νΓ(ν + 1)

Γ(ν + 1)Γ(p− 2ν + 1
2
)

×
(

t0
1 + h2

)ν (
γh

2

)−2ν

F (ν + 1, p− 2ν + 1,
3

2
,

1

1 + h2
)

= (−1)p

p∑
ν=0

1

Γ(ν + 1)Γ(p− ν + 1)

(−1)ν

Γ(p− 2ν + 1
2
)

×
(

t0
1 + h2

)ν (
γh

2

)2p−2ν

F (ν + 1, p− 2ν + 1,
3

2
,

1

1 + h2
) (3.85)

となる．この式中の F (ν + 1, p − 2ν + 1, 3
2
, 1

1+h2 )は hが大きいときには 1に近いため，|Sp|
に対して大きく寄与しない．そこで, この項は 1と近似して考えて検討する．

ここでは，以下のように pの大きさで式 (3.84)を評価する．

• pが小さいとき

pが小さいときには，式 (3.85)の pと νの差が大きいとき，すなわち ν = 0の項が主要

な項になる．そこで式 (3.85)を F (ν + 1, p − 2ν + 1, 3
2
, 1

1+h2 ) → 1，ν → 0として式を

整理すると，

Sp ' (−1)p 1

Γ(p+ 1)

1

Γ(p+ 1
2
)

(
γh

2

)2p

(3.86)

となる．ここで，Spと Sp−1の比を計算すると，

Sp

Sp−1

= − 1

p(p− 1
2
)

(
γh

2

)2

(3.87)

となる．このことから，pが p2 − 1
2
p <

(
γh
2

)2
のとき |Sp|が

(
γh
2

)
の指数関数的に増加

し, p2 − 1
2
p =

(
γh
2

)2
のときに最大値になることがわかる．
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• pが大きいとき

pが大きいとき，Γ(ν + 1)が大きくなるため，ν = pの項が主要項となる．そこで pが

小さいときと同様に式 (3.85)を F (ν + 1, p − 2ν + 1, 3
2
, 1

1+h2 ) → 1，ν → pとして式を

整理すると，

Sp ' (−1)p 1

Γ(p+ 1)

1

Γ(−p+ 1
2
)

(
t0

1 + h2

)p

(3.88)

となる．ここで，Spと Sp−1の比を計算すると，

Sp

Sp−1

=
1

p(−p+ 1
2
)

(
t0

1 + h2

)
(3.89)

となる．今回 t0 = 1.0であるので
(

t0
1+h2

)
< 1であり，結果として pが大きいときには(

t0
1+h2

)
の指数関数的に減少していく．

このことは n 6= 0および ` 6= 0のときにも成り立つ．以上により |Sp|は pが小さいとき

には増加していき，大きな最大値に達した後，減少していくという振る舞いをすることがわ

かる．

この検討結果を数値計算により確認する．なお，ここでは，第 2章で導入した多倍長精

度数値計算法を用いて計算を行っている．式 (3.84)を計算した結果を図 3.2に示す．図では

h = z0/aをパラメータとし，a/λ = 2.0, t0 = 1.0，n = ` = 0でデータ長 256[bit]のときの

|Sp|の値について示したものである．ただし，横軸は p，縦軸は Spの絶対値を対数で表し

ている．図を見ると，pが小さいときにはほぼ指数関数的に |Sp|が増加し，いずれ最大値と
なる．またその最大値は，例えば h = 2.0のとき p = 14であり，先に検討した最大値の値

p2 − 1
2
p =

(
γh
2

)2
から得られる p ' 12.5とほぼ同じである1．さらに，pが大きくなると，|Sp|

は指数関数的に減少し，ここでも検討した結果と一致している．

また図より，hが大きくなる，すなわち波源が円板から遠ざかると，|Sp|の最大値も大きくな
ることがわかる．さらに最大値となる pの値も大きくなっており，その原因は p2− 1

2
p =

(
γh
2

)2
の hが増加することで pが増加するからである．このことより，Spを数値計算する際には，

|Sp|が一旦大きくなった後，|Sp|が十分小さくなったことを確認して打ち切る必要があり，h
が大きいときには総和の打ち切りを行う pの値も十分大きくする必要がある．

次に，式 (3.76)の pによる総和をmで打ち切った

Vm =
m∑

p=0

Sp. (3.90)

を計算した．図 3.3に，図 3.2と同じ条件で数値計算した場合の Vmの値を示す．ただし，横

軸はm，縦軸はVmの絶対値 |Vm|を対数で表している．この図より，hが大きくなると，|Vm|
1図では p = 14近辺で最大値のように見えるが，式 (3.86)の値は p = 12で 3.21× 109, p = 13で 3.67× 109,

p = 14で 3.56 × 109 であるので，p ' 12.5の見積は妥当である
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図 3.2: pに対する |Sp|の値（a/λ = 2.0, t0 = 1.0, n = ` = 0）

が収束するmの値を大きく取る必要のあることがわかる．したがって，ReF n
` の数値計算に

おいて，|Vm|はこの特性を考慮して計算を打ち切らなければならない．また，例えばh = 4.0

のときの |Vm|の最大値は収束値（約 10−1）の 1022倍となっている．このことより，|Vm|の
計算には 10進で 22桁（約 74[bit]）以上のデータ長が必要であることがわかる．また hが増

加すると，数値計算に必要なデータ長は大きくなっていくことから，その精度を保つために

は，多倍長精度数値計算法が有効であると判断できる．
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図 3.3: Vmの収束性（a/λ = 2.0, t0 = 1.0, n = ` = 0）

次に，F n
` の特性について調査する．図 3.4から 3.6に h = 2.0での F n

` の値を示す．各図

において，横軸は `を，縦軸は F n
` の絶対値を表している．また，a/λは 2.0，5.0，8.0と変

化させた．図より，いずれの図においても，n = 0のときは項数 `を多く取る必要があるこ

とがわかる．また，a/λ = 2.0のときと比較して，5.0の場合は `が小さいとき |F n
` |は 10−2

付近で変化し，`が大きくなると，減少していく．さらに値が減少し始める `の値は，a/λが

大きくなるにしたがって大きくなる．

次に，図 3.7から 3.9に h = 5.0に対する結果を示す．h = 2.0のときと比較し，a/λが同

じ場合には |F n
` |の値が減少しない `の範囲が狭く，また減少し初めてからの |F n

` |の減少の
割合が多くなっている．このことから，hが大きい方が |F n

` |の収束が速いことがわかる．
最後に，F n

` の計算に必要な項数 `を調査した．図 3.4から 3.9に示した通り，n = 0のとき，

F n
` は最も大きい値を持つ．そこで，ここでは n = 0とし，a/λをパラメータとして，hに対

して F n
` が 10−7になる `の値を図 3.10に示す．この結果からも，hが大きくなるにしたがっ

て収束に必要な項数 `が少なくなる，すなわち小さい `で F n
` が計算できることがわかる．
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図 3.4: `に対する |F n
` |の値 (a/λ = 2.0, h =

2.0)
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図 3.5: `に対する |F n
` |の値 (a/λ = 5.0, h =

2.0)
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図 3.6: `に対する |F n
` |の値 (a/λ = 8.0, h =

2.0)
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図 3.7: `に対する |F n
` |の値 (a/λ = 2.0, h =

5.0)
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図 3.8: `に対する |F n
` |の値 (a/λ = 5.0, h =

5.0)
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図 3.9: `に対する |F n
` |の値 (a/λ = 8.0, h =

5.0)
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図 3.10: 各 hに対する，`の値

3.5 数値計算

ここでは，電流分布計算とその特性について議論する．また別法との比較を行い，妥当性

を検証する．

3.5.1 波源が中心軸上にある場合の電流分布

図 3.11に，本手法での計算を検証するため，文献 [2]の計算結果と同じパラメータの電流

分布（z = +0の電流）を計算し，比較した結果を示す．図において，「rigorous」は本手法に

よる結果，「Inawashiro」は文献 [2]の，Fig.4(a)より値を読み取りプロットしたものである．

両者を比較すると，ほぼ同じとなっており，本手法の計算が妥当であることがわかる．

次に，図 3.12および 3.13に，a/λ = 4.0, 5.0での，hに対する電流分布を示す．図において，

横軸はx/a，縦軸は Inawashiro[2]の結果と同様に，規格化した電流のx成分 |Jx/{(ε/µ)
1
2k2Π0h

−1}|
を示す．平面波での結果では a/λと同じ数の振動をしていたが，水平微小ダイポールの場合，

h = 0.5では a/λ+ 2.5の数で振動しており，さらに hが大きくなるにしたがって，振動数が

少なくなっている．波源が円板に近い場合には振動は相対的に小さいが，波源を高くするこ

とにより，その振幅は大きくなっていく．
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図 3.11: 文献 [2]図 4(a)との比較のための電流分布
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図 3.12: 波源が中心軸上にある場合の電流分布 (a/λ = 4.0)
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図 3.13: 波源が中心軸上にある場合の電流分布 (a/λ = 5.0)
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3.5.2 波源が中心軸上から外れた場合の電流分布

図 3.14に，h = 2.0, t0 = 1.0のときの円板表面 (z = +0)の電流分布を示す．図では a/λ

をパラメータとし，横軸は円板中心からの観測点までの距離 x/a，縦軸は x = aの入射界が

一定になるように hを掛けて規格化した電流 |h× Jx/{(ε/µ)
1
2k2Π0h

−1}|を示す．a/λが 1.0，

3.0，5.0と増加すると，振動の数が増加することがわかる．

図.3.15に，(x0/a)
2 = t0をパラメータとして，a/λ = 2.0, h = 2.0,のときの電流分布を示

す．中心軸上に波源がある場合，すなわち t0 = 0.0の場合は電流が z軸に対して対称になる

が，波源が中心から端に行くにしたがって，x/a = 1.0付近の電流が増え，反対側の電流が

減ることがわかる．
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図 3.14: 波源が中心軸上から外れた場合の電流分布 (x軸上のJx，h = 2.0, t0 = (x0/a)
2 = 1.0，

円板の大きさを変化)
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図 3.15: 波源が中心軸上から外れた場合の電流分布 (x軸上の Jx，a/λ = 2.0, h = 2.0，波源

の位置を変化)

図 3.16，3.17に，a/λ = 2.0, t0 = 1.0での電流分布を示す．ただし，hをパラメータとし，

波源の位置は x0 = a, y0 = 0.0である．また，h = ∞は平面波入射を表す．さらに，図 3.16

は x軸に沿った電流分布，図 3.17では y軸に沿った電流分布を表している．両図とも，hが

増加するにしたがって，電流分布は平面波入射の電流分布に近づいていく．特に図 3.16の

h = 9.0の場合，波源から (x, y, z) = (a, 0, 0)までと，波源から (x, y, z) = (−a, 0, 0)までの距

離の差が約 0.4λと小さいため，x軸上の入射波の位相が緩やかに変化しており，平面波の結

果に近づいてきていることがわかる．また，図 3.17では，電流の方向とエッジが平行なため

に円板端部で発散している．さらに，波源が x軸方向を向いており，x− z平面に置かれ，y

軸に対して対称であるため，電流分布も対称となっている．

次に，図3.18，3.19に，図3.16，3.17とパラメータは同じであるが，波源をx0 = 0.0，y0 = a

に移動させた場合の結果を示す．また，図 3.18は y軸上の電流分布，図 3.19は x軸上の電

流分布を表している．図 3.18では，y/a = 1.0付近で |h × Jy/{(ε/µ)
1
2k2Π0h

−1}|は hによ

らずほぼ同じ値を示している．これに対して，hの増加にともなって，y/a = −1.0付近で

|h× Jy/{(ε/µ)
1
2k2Π0h

−1}|は小さくなっている．次に，図 3.19では，波源に対して観測方向

が対称のために，電流分布も対称となっている．
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図 3.16: 波源が中心軸上から外れた場合の電流分布 (x軸上の Jx，a/λ = 2.0, t0 = (x0/a)
2 =

1.0，y0 = 0.0，波源の高さを変化)
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図 3.17: 波源が中心軸上から外れた場合の電流分布 (y軸上の Jx，a/λ = 2.0, t0 = (x0/a)
2 =

1.0，y0 = 0.0，波源の高さを変化)
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図 3.18: 波源が中心軸上から外れた場合の電流分布 (y軸上の Jx，a/λ = 2.0, t0 = (y0/a)
2 =

1.0，x0 = 0.0，波源の高さを変化)
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図 3.19: 波源が中心軸上から外れた場合の電流分布 (x軸上の Jx，a/λ = 2.0, t0 = (y0/a)
2 =

1.0，x0 = 0.0，波源の高さを変化)
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3.5.3 別法との比較

ここでは，別法で計算した結果と比較して，本手法での計算の妥当性を検証する．

図 3.20に a/λ = 2.0，z0/a = h = 0.5，t0 = (x0/a)
2 = 1.0，y0 = 0のときの円板表面

(z = +0)での電流分布を示す．また，図中の「rigorous」は本手法を，「PO」は物理光学近

似界を表す．図より，波源に近い x0/a = 1.0付近の振幅が大きく，反対側で小さくなる．ま

た POとの比較により，本手法による結果は POに回折界が加わっているような結果となっ

ている．さらに振幅は波源から観測点までの距離の 2乗に反比例で減衰している．

次に，図 3.21に，a/λ = 5.0での電流分布を示す．図 3.20との比較により，円板の大きさ

が大きくなると，回折界との干渉による振動が顕著に現れている．
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図 3.20: 物理光学近似界と本手法での電流分布 (x軸上の Jx，a/λ = 2.0, h = 0.5, t0 =

(x0/a)
2 = 1.0)
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|J
x
/{

(ε
/µ

)1/
2 k2 Π

0h
-1
}|

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

x/a

rigorous
PO

図 3.21: 物理光学近似界と本手法での電流分布 (x軸上の Jx，a/λ = 5.0, h = 0.5, t0 =

(x0/a)
2 = 1.0)

さらに，電流の振動が物理光学近似界と回折界との干渉であることを確認するために，高

さを h = 1.0と大きくした場合の結果を図 3.22に示す．「PO+diff.」は，物理光学近似界と

x = ±aおよび y = z = 0での回折界 [11]（ただし，多重回折界は含まない）を足したものを

示した．電流の変化を見ると，x/a = 0.8付近で最大値となり，xが減少し波源からの距離

が離れるにしたがって値が小さくなっているが，振動が顕著になっている．

本手法とPO+diff.を比較すると，波源に近い側でよく一致している．また反対側（x < 0）

は，振動は異なるが周期は一致している．このように，POのみと比べてより精度の高い高

周波近似である，回折界を考慮することで両者はほぼ一致しており，本手法が妥当であると

確認できる．

3.6 むすび

本章では，水平方向に偏波した電気的微小ダイポールの場合の解析方法を検討し，波長と

比較して大きな導体円板での数値計算を行い，その特性について議論した．以下，本章をま

とめる．

• まず，これまで行われていなかった波源が任意の位置にある場合についての級数展開
表現を定式化した．その際，収束性の問題も考慮し，条件はあるが，円板の半径に対

する波源の高さに依らない定式化を実現した．また，この級数展開式の数値計算にお
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図 3.22: 物理光学近似界および等価端部電流法と本手法での電流分布 (x軸上のJx，a/λ = 2.0,

h = 1.0, t0 = (x0/a)
2 = 1.0)

いても精度の問題が発生したため，その原因を探った．その結果，級数式の値が一時

的に大きな値となるため大きなデータ長が必要であり，その精度を保つために，多倍

長精度数値計算が有効であることを示した．

• 次に，級数展開式の計算に必要な項数についての特性を調査し，円板の大きさや波源
の高さに対する項数の指標を示した．

• これらの結果を踏まえて，電流分布を計算した．まず波源が中心軸上にある場合につ
いて，Inawashiroの結果と比較した．さらに，これまで計算されていなかった波長と

比較して大きな円板の場合についての電流分布計算を行い，特性を検討した．

• さらに，波源が中心軸上から外れた場合の電流分布を計算した．円板の大きさ，波源
の高さ，波源の位置を変化させ，その特性を議論した．また，波源を円板から徐々に

遠ざけることによって，平面波での結果に近づいていくことからも，本手法の妥当性

を確認できた．

• 最後に，物理光学近似界および等価端部電流法の結果と比較し，本手法による電流分
布の妥当性を確認できた．
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第4章 垂直微小ダイポールを波源とする

完全導体円板による散乱

4.1 はじめに

前章では水平方向を向いた微小ダイポールを波源とする場合の解析を行った．本章では，

この解析方法を発展させ，垂直方向に偏波した電気的微小ダイポールを波源とする完全導体

円板による散乱界を厳密に解析する．ここでは，境界条件の下で得られる非斉次微分方程式

の解を散乱界と整合することで展開係数を決定している．

近年，Balabanらはここで扱う問題に対して，Coupled Dual Integral Equations(CDIEs)

を用いた方法を提案している．しかし，その表現式は積分形式に止まっている [1, 2]．また，

HongoらはKobayashi Potentialを用いて問題を扱っている．しかし，波源の位置に関する

解析的な表現が具体的に示されていない．さらに，数値計算例は 1波長程度までと小さい円

板に対する遠方散乱界に限られている [3]．

そこで，まず波源と円板との距離が円板半径より遠い場合に収束する級数表現式を導出し

た後，その距離が近い場合に収束する定式化も行う．数値計算例では，別法との比較が容易

な場合として中心軸上に波源を固定し，0.5から 2.0波長，さらに大きい円板の場合として

5.0波長での電流分布を求め，比較検討を行い，本手法の妥当性を述べる．

4.2 問題の設定

図 4.1のように，z = 0の x–y平面に原点を中心とした半径 aの非常に薄い完全導体円板が

置かれており，さらに z軸方向を向き，円板に対して垂直な電気的微小ダイポール波源（以

下，垂直微小ダイポールと呼ぶ）Id`が (x0, 0, z0)に置かれた場合の電磁界分布を求める．こ

こでは，電界Eおよび磁界Hを入射界E(i)，H (i),と散乱界E(s)，H(s)に分けて，

E = E(i) + E(s) (4.1)

H = H (i) + H (s) (4.2)

とし，ダイポール波源からの電磁界を入射波としたときの散乱界を求めることにする．
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Circular Disk

z

x

y

x0

z0

a

electric

dipole
Idl

φ

図 4.1: 導体円板の座標系

入射界の電気的ヘルツベクトルをΠ(i)，散乱界の電気的ヘルツベクトルをΠ(s)とすると，

界全体の電気的ヘルツベクトルΠは，

Π = Π(i) + Π(s) (4.3)

と表すことができる．

このヘルツベクトルを用いることで，式 (A.1)，(A.2)より，電界及び磁界は次のように表

すことができる．

E = ∇(∇ · Π) + k2Π (4.4)

H =
jk

η
∇× Π (4.5)

ここでヘルツベクトルΠは，Helmholtz方程式

∇2Π + k2Π = 0 (4.6)

を満足し，さらに電界の x，y成分Ex，Eyおよび磁界の z成分Hzに対する境界条件

Ex = E(i)
x + E(s)

x = 0 (4.7)

Ey = E(i)
y + E(s)

y = 0 (4.8)

Hz = H(i)
z +H(s)

z = 0 (z = 0,
√
x2 + y2 < a) (4.9)

と，付録A.2式 (A.6)，(A.8)より，磁界のHϕ，Hθ成分に対する端点条件

Hϕ = O(δ
1
2 ) (4.10)

Hθ = O(δ−
1
2 ) (δ =

√
(a−

√
x2 + y2)2 + z2 → 0) (4.11)

を満足する．
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4.3 解析

平面波入射に対する第 2章および水平微小ダイポール波源に対する第 3章では，波動方程

式の解を円板上で波源からの界を打ち消す項と端点条件を満足させるための補正項に分割し

た．ここでは円板上での境界条件から展開係数の決定条件を導出する．

4.3.1 ヘルツベクトルによる入射界と散乱界の表現

座標 (x0, 0, z0)に置かれ，z軸方向を向いた電気的微小ダイポールからの放射界Π(i)は，波

源が z成分のみで，

Π(i) = (0, 0,Π(i)
z ) (4.12)

Π(i)
z = aΠ0

e−jkR

R
, Π0 =

ηIdl

4πjka
(4.13)

R =
√

(x− x0)2 + y2 + (z − z0)2 (4.14)

と表される．ここで，

x0 ≥ 0, z0 > 0

と制限しても一般性を失うことはないので，以降これを用いて解析する．

また，導体円板上の誘導電流は z成分を持たないので，これまでと同様に，散乱界も xお

よび y成分のみを持つ電気的ヘルツベクトルを用いて表すことができる．

Π(s) = (Π(s)
x ,Π(s)

y , 0) (4.15)

円板は x–y面内で回転対称であり，z方向を向いた波源は x–z平面内にあることから，Π
(s)
x

およびΠ
(s)
y は角度ϕに関してそれぞれ偶関数および奇関数となり，散乱界のヘルツベクトル

Π(s)は円筒座標系を用いて，

Π(s)
x =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnS
n
m(r, z)Px

n
m cosnϕ (4.16)

Π(s)
y =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnS
n
m(r, z)Py

n
m sinnϕ (4.17)

Π(s)
z = 0 (4.18)

と展開できる．ただし， Px
n
m，Py

n
mは展開係数であり，S

n
m(r, z)は第 2章式 (2.21)と同様で，

文献 [4]で示されている波動方程式の固有関数であり，導体円板表面を除いて，導関数も含

めて連続な性質を持っている．また，r =
√
x2 + y2，ϕ = tan−1(y/x)であり，式中の εnは，

εn =

{
1 (n = 0)

2 (n 6= 0)

である．
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4.3.2 導体円板上での入射界の表現

円板上での境界条件から展開係数の決定条件を導出するため，まずここでは，円板上にお

ける垂直微小ダイポール波源の入射界の表現を導出する．

このときΠ
(i)
z を円筒座標系で表現し，さらにフーリエ級数に展開して書き換える．ここで，

付録A.12の式 (A.64)を ϕ0 = tan−1 x0

y0
= 0として利用すると，

Π(i)
z = Π0

∫ ∞

0

ξe−h
√

ξ2−γ2√
ξ2 − γ2

J0(
r

a
ξ) dξ

= Π0

∞∑
n=0

εn cosnϕ

∫ ∞

0

ξe−h
√

ξ2−γ2√
ξ2 − γ2

Jn(ξ
√
t)Jn(ξ

√
t0) dξ (4.19)

と表すことができる．ただし，

h =
z0

a
> 0, t0 =

x2
0

a2
, t =

r2

a2

として表現している．

4.3.3 境界条件から得られる導体円板上でのヘルツベクトル

円板上 (z = 0)での電界の接線成分および磁界の法線成分に対する境界条件，式 (4.7)-(4.9)

に式 (4.4)，(4.5)，(4.12)，(4.15)を代入し，整理すると，

∂

∂x

(
∂Π(s)

x

∂x
+
∂Π(s)

y

∂y

)
+ k2Π(s)

x +
∂

∂x

(
∂Π(i)

z

∂z

∣∣∣∣
z=±0

)
= 0 (4.20)

∂

∂y

(
∂Π(s)

x

∂x
+
∂Π(s)

y

∂y

)
+ k2Π(s)

y +
∂

∂y

(
∂Π(i)

z

∂z

∣∣∣∣
z=±0

)
= 0 (4.21)

∂Π(s)
y

∂x
− ∂Π(s)

x

∂y
= 0 (4.22)

が得られる．ここで，式 (4.22)から任意のスカラ関数 U(x, y)を用いて，

Π(s)(x, y, 0) = ∇tU(x, y) (4.23)

と表すことができる．ただし，∇t = (∂/∂x, ∂/∂y)は 2次元の微分演算子である．式 (4.20)，

(4.21)に式 (4.23)を代入して整理すると，微分方程式

∂2U(x, y)

∂x2
+
∂2U(x, y)

∂y2
+ k2U(x, y) = − ∂Π

(i)
z

∂z

∣∣∣∣∣
z=0

+ C (4.24)

が得られる．ここでCは任意の定数である．式 (4.24)に式 (4.19)を代入して整理し，さらに

円筒座標系に変換した後，ϕに関する対称性を考慮すると，r = 0で有界なこの非斉次線形

微分方程式の解は付録A.13の式 (A.75)より，

U(r, ϕ) =
∞∑

n=0

εnUn(r) cosnϕ (4.25)
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と表される．ただし，

Un(r) = AnJn(kr) + aΠ0

∫ ∞

0

ξ e−
z0
a

√
ξ2−γ2

ξ2 − γ2
Jn(ξ

√
t) Jn(ξ

√
t0) dξ (4.26)

である．ここで，定数Cは導関数が零となりヘルツベクトルに影響しないので除いている．

さらに，波数 kにはわずかな損失を仮定して，

k = kr − jki, (0 < ki � |k|)

とし，被積分関数中の極 ξ = γ(= ka)は実軸の僅かに下方向にあるとしておく（Im[γ] < 0）．

4.3.4 導体円板上での界の整合

ここで，式 (4.23)を円筒座標系で表すと，

Π(s)
x (r, ϕ) =

∂U(r, ϕ)

∂r
cosϕ− 1

r

∂U(r, ϕ)

∂ϕ
sinϕ (4.27)

Π(s)
y (r, ϕ) =

∂U(r, ϕ)

∂r
sinϕ+

1

r

∂U(r, ϕ)

∂ϕ
cosϕ (4.28)

となる．これに式 (4.25)を代入すると，

Π(s)
x (r, ϕ) =

∞∑
n=0

εn

{
U ′

n cosnϕ cosϕ+
n

r
Un sinnϕ sinϕ

}
=

1

2

∞∑
n=0

εn

[
U ′

n {cos(n− 1)ϕ+ cos(n+ 1)ϕ} +
n

r
Un {cos(n− 1)ϕ− cos(n+ 1)ϕ}

]
=

1

2

∞∑
n=0

εn

[{
U ′

n +
n

r
Un

}
cos(n− 1)ϕ+

{
U ′

n − n

r
Un

}
cos(n+ 1)ϕ

]
=

{
U ′

1 +
1

r
U1

}
+

{
U ′

0 + U ′
2 +

2

r

}
cosϕ+

{
U ′

1 −
1

r
U1 + U ′

3 +
3

r
U3

}
cos 2ϕ+ · · ·

=
1

2

∞∑
n=0

εn

{
U ′

n−1 −
n− 1

r
Un−1 + U ′

n+1 +
n+ 1

r
Un+1

}
cosnϕ (4.29)

Π(s)
y (r, ϕ) =

∞∑
n=0

εn

{
U ′

n cosnϕ sinϕ− n

r
Un sinnϕ cosϕ

}
=

1

2

∞∑
n=0

[
U ′

n {− sin(n− 1)ϕ+ sin(n+ 1)ϕ} − n

r
Un {sin(n− 1)ϕ+ sin(n+ 1)ϕ}

]
=

{
U ′

0 − U ′
2 −

2

r
U2

}
sinϕ+

{
U ′

1 −
1

r
U1 − U ′

3 −
3

r
U3

}
sin 2ϕ

+

{
U ′

2 −
2

r
U2 − U ′

4 −
4

r
U4

}
sin 3ϕ+ · · ·

=
1

2

∞∑
n=1

εn

{
U ′

n−1 −
n− 1

r
Un−1 − U ′

n+1 −
n+ 1

r
Un+1

}
sinnϕ (4.30)
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となる．ただし Unは Un(r)を表し，U ′
nは Un(r)の導関数を表す．

式 (4.29)，(4.30)に式 (4.26)のUn(r)を代入して Π
(s)
x (r, ϕ)，Π

(s)
y (r, ϕ)を求める．式 (4.26)

は Un(r)について線形であるため，右辺を第 1項と第 2項に分けて計算する．まず式 (4.26)

の右辺の第 1項AnJn(kr)(= AnJn(γ
√
t))を式 (4.29)および (4.30)に代入すると，

Π(s)
x

1
(r, ϕ) =

k

2

∞∑
n=0

εn

[
An−1

{
J ′

n−1(γ
√
t) − n− 1

γ
√
t
Jn−1(γ

√
t)

}
+An+1

{
J ′

n+1(γ
√
t) +

n+ 1

γ
√
t
Jn+1(γ

√
t)

}]
cosnϕ

=
k

2

∞∑
n=0

εn {An+1 − An−1} Jn(γ
√
t) cosnϕ (4.31)

Π(s)
y

1
(r, ϕ) =

k

2

∞∑
n=1

εn

[
An−1

{
J ′

n−1(γ
√
t) − n− 1

γ
√
t
Jn−1(γ

√
t)

}
−An+1

{
J ′

n+1(γ
√
t) +

n+ 1

γ
√
t
Jn+1(γ

√
t)

}]
cosnϕ

= −k
2

∞∑
n=1

εn {An+1 + An−1} Jn(γ
√
t) sinnϕ (4.32)

となる．ただし，A−1 = −A1である．

同様にして，式 (4.26)の右辺の第 2項を式 (4.29)および (4.30)に代入すると，

Π(s)
x

2
(r, ϕ) =

Π0

2

∞∑
n=0

εn

∫ ∞

0

ξ2 e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2

{
Jn+1(ξ

√
t0) − Jn−1(ξ

√
t0)
}
Jn(ξ

√
t) dξ cosnϕ

= Π0

∞∑
n=0

εn

∫ ∞

0

ξ2 e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2

{
− n

ξ
√
t0
Jn(ξ

√
t0) + Jn+1(ξ

√
t0)

}
Jn(ξ

√
t) dξ cosnϕ

(4.33)

Π(s)
y

2
(r, ϕ) = −Π0

2

∞∑
n=0

εn

∫ ∞

0

ξ2 e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2

{
Jn+1(ξ

√
t0) + Jn−1(ξ

√
t0)
}
Jn(ξ

√
t) dξ sinnϕ

= − n√
t0

Π0

∞∑
n=0

εn

∫ ∞

0

ξ e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2
Jn(ξ

√
t0)Jn(ξ

√
t) dξ sinnϕ (4.34)

となる．式 (4.31)–(4.34)より，式 (4.29)，(4.30)のΠ
(s)
x (r, ϕ)およびΠ

(s)
y (r, ϕ)は次のように
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表現できる．

Π(s)
x (r, ϕ) = Π(s)

x

1
(r, ϕ) + Π(s)

x

2
(r, ϕ)

=
∞∑

n=0

εn

[
γ

2a
(An+1 − An−1) Jn(γ

√
t)　

+Π0

∫ ∞

0

ξ2 e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2

{
− n

ξ
√
t0
Jn(ξ

√
t0) + Jn+1(ξ

√
t0)

}
Jn(ξ

√
t) dξ

]
cosnϕ

(4.35)

Π(s)
y (r, ϕ) = Π(s)

y

1
(r, ϕ) + Π(s)

y

2
(r, ϕ)

=
∞∑

n=0

εn

[
− γ

2a
(An+1 + An−1) Jn(γ

√
t)　

− n√
t0

Π0

∫ ∞

0

ξ e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2
Jn(ξ

√
t0) Jn(ξ

√
t) dξ

]
sinnϕ (4.36)

さらに，導出した式 (4.35)，(4.36)と，z = 0，r < aでの散乱界，式 (4.16)，(4.17)を用い

て整合すると，
∞∑

m=0

Px
n
m S

n
m(r, 0) =

γ

2a
(An+1 − An−1) Jn(γ

√
t)

+Π0

∫ ∞

0

ξ2 e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2

{
− n

ξ
√
t0
Jn(ξ

√
t0) + Jn+1(ξ

√
t0)

}
Jn(ξ

√
t) dξ

(4.37)
∞∑

m=0

Py
n
m S

n
m(r, 0) = − γ

2a
(An+1 + An−1) Jn(γ

√
t)

− n√
t0

Π0

∫ ∞

0

ξ e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2
Jn(ξ

√
t0) Jn(ξ

√
t) dξ (n = 0, 1, 2, 3, · · · )

(4.38)

となる．この両辺に，

Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)

Γ(n+ `+ 1
2
)Γ(`+ 1

2
)

tn/2

√
1 − t

× un
` (t) (4.39)

を掛け，0 < t < 1で積分し，整理すると，2.3.3と同様にして，
∞∑

m=0

Gn
`,mPx

n
m =

γ

2a
(An+1 − An−1) f

n
` + Fx

n
` (4.40)

∞∑
m=0

Gn
`,mPy

n
m = − γ

2a
(An+1 + An−1) f

n
` + Fy

n
` (4.41)

となる．ここで，連立方程式の係数Gn
`,m，f

n
` は，2.3.5と同様に，式 (A.39)，(A.38)，(A.39)
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および (A.40)より

Gn
`,m = g1(n+m+ `, |m− `|) − jg2(n+m+ `, |m− `|) (4.42)

g1(p, q) =

√
π

2

∞∑
k=q

(−1)k

k!

Γ(p− k + 1
2
)Γ(2k + 1)

(
γ
2

)2k

Γ(1
2
− k)Γ(p+ k + 3

2
)Γ(k + q + 1)Γ(k − q + 1)

(4.43)

g2(p, q) =

√
π

2

∞∑
k=0

(−1)k

k!

Γ(p+ k + 1)Γ(2p+ 2k + 2)
(

γ
2

)2p+2k+1

Γ(2p+ k + 2)Γ(p+ k + q + 3
2
)

1

Γ(p+ k − q + 3
2
)Γ(p+ k + 3

2
)

　 (4.44)

fn
` =

Γ(`+ 1
2
)Γ(n+ `+ 1

2
)

√
2Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

∞∑
ν=0

(−1)ν
(

γ
2

)n+2`+2ν

Γ(ν + 1)Γ(ν + n+ 2`+ 3
2
)

(4.45)

で得ることができる．

さらに

Fx
n
` =

Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)

Γ(n+ `+ 1
2
)Γ(`+ 1

2
)
Π0

∫ ∞

0

ξ2e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2

{
− n

ξ
√
t0
Jn(ξ

√
t0) + Jn+1(ξ

√
t0)

}
×
{∫ 1

0

tn/2Jn(ξ
√
t)√

1 − t
× un

` (t)dt

}
dξ (4.46)

Fy
n
` = −Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)

Γ(n+ `+ 1
2
)Γ(`+ 1

2
)

n√
t0

Π0

∫ ∞

0

ξ e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2
Jn(ξ

√
t0)

×
{∫ 1

0

tn/2Jn(ξ
√
t)√

1 − t
× un

` (t)dt

}
dξ (4.47)

であり，tでの積分は式 (A.35)を代入して，

Fx
n
` = Π0

∫ ∞

0

ξ3/2e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2

{
− n

ξ
√
t0
Jn(ξ

√
t0) + Jn+1(ξ

√
t0)

}
Jn+2`+ 1

2
(ξ)dξ (4.48)

Fy
n
` = − n√

t0
Π0

∫ ∞

0

ξ1/2 e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2
Jn(ξ

√
t0)Jn+2`+ 1

2
(ξ)dξ (4.49)

と表現できる．

F1
n
` =

nΠ0√
t0

∫ ∞

0

ξ1/2 e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2
Jn+2`+ 1

2
(ξ)Jn(ξ

√
t0) dξ (4.50)

F2
n
` = Π0

∫ ∞

0

ξ3/2 e−h
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2
Jn+2`+ 1

2
(ξ)Jn+1(ξ

√
t0) dξ (4.51)

と置くと，式 (4.46)，(4.47)の Fx
n
` および Fy

n
` は，

Fx
n
` = −F1

n
` + F2

n
` (4.52)

Fy
n
` = −F1

n
` (4.53)

と表すことができる．
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4.3 解析

展開係数 Px
n
m，Py

n
mは式 (4.40)，(4.41)の無限連立 1次方程式を解くことで得られる．

[Px
n
m] =

[
Gn

`,m

]−１ { γ
2a

(An+1 − An−1) [fn
` ] + [Fx

n
` ]
}

=
γ

2a
(An+1 − An−1) [̃fn

m] + [̃Fx
n
m] (4.54)[

Py
n
m

]
=

[
Gn

`,m

]−１ {− γ

2a
(An+1 + An−1) [fn

` ] +
[
Fy

n
`

]}
= − γ

2a
(An+1 + An−1) [̃fn

m] +
[̃
Fy

n
m

]
(4.55)

ただし，

[̃Fx
n
m] =

[
Gn

`,m

]−１
[Fx

n
` ] (4.56)[̃

Fy
n
m

]
=

[
Gn

`,m

]−１ [
Fy

n
`

]
(4.57)

であり，[̃fn
m]は 2.3.3の式 (2.69)と同様である．

4.3.5 端点条件による補助係数の決定

次に端点条件を利用してAnを決定する．

磁界のヘルツベクトル式 (4.5)より，円板の円周方向の磁界成分H
(s)
ϕ は，

H(s)
ϕ = −H(s)

x sinϕ+H(s)
y cosϕ

= jωε
∂

∂z

(
Π(s)

y sinϕ+ Π(s)
x cosϕ

)
= jωε

∂Π
(s)
r

∂z
(4.58)

と表される．ただし，散乱界のヘルツベクトルの r成分Π
(s)
r は，

Π(s)
r = Π(s)

x cosϕ+ Π(s)
y sinϕ (4.59)

である．ここで，Π
(s)
x ，Π

(s)
y を，ϕに関する対称性を考慮しながらフーリエ級数展開すると，

Π(s)
x =

∞∑
n=0

εnΠ(s)
x

(e)

n cosnϕ (4.60)

Π(s)
y =

∞∑
n=0

εnΠ(s)
y

(o)

n
sinnϕ (4.61)

となる．これら式と，式 (4.16)，(4.17)より，

Π(s)
x

(e)

n =
∞∑

m=0

Px
n
mS

n
m(r, z) (4.62)

Π(s)
y

(o)

n
=

∞∑
m=0

Py
n
mS

n
m(r, z) (4.63)
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が得られる．すると，式 (A.27)のベクトルの円筒座標表現およびフーリエ級数展開 (A.33)

を使って，

Π(s)
r =

∞∑
n=0

εn

{(
Π(s)

x

(e)

n−1 + Π(s)
x

(e)

n+1 − Π(s)
y

(o)

n−1
+ Π(s)

y

(o)

n+1

)
cosnϕ

}
(4.64)

が得られる．ただし，

Π(s)
x,y

(o)

0
= 0, Π(s)

x

(e)

−1 = Π(s)
x

(e)

1 , Π(s)
y

(o)

−1
= −Π(s)

y

(o)

1

である．ここで，Hϕのフーリエ級数展開

H(s)
ϕ =

∞∑
n=0

εn

{
Hϕ

(e)
n cosnϕ+Hϕ

(o)
n sinnϕ

}
(4.65)

と式 (4.58)より，式 (4.62)，(4.63)を利用すると，式 (4.65)のHϕ
(e)
n は，

Hϕ
(e)
n = jωε

∞∑
m=0

∂

∂z

{
Px

n−1
m Sn−1

m (r, z) + Px
n+1
m Sn+1

m (r, z) − Py
n−1
m Sn−1

m (r, z) + Py
n+1
m Sn+1

m (r, z)
}

(4.66)

と表される．円板の端部近傍 (z = ±0, r = a− δ (0 < δ � a)) では，式 (A.43)より，

∂Sn
m(r, z)

∂z
' ∓(−1)m

√
πa

δ−
1
2 , (δ = a− r → 0, z = ±0) (4.67)

であるから，式 (4.66)に式 (4.67)を代入すると，

Hϕ
(e)
n ' ∓ jωε

2
√
πa
δ−

1
2

∞∑
m=0

(−1)m
{
Px

n−1
m + Px

n+1
m − Py

n−1
m + Py

n+1
m

}
(4.68)

である．ただし，

Px
−1
m = Px

1
m, Py

−1
m = −Py

1
m

である．端点条件式 (4.11)より式 (4.68)はエッジ近傍で有界でなければならない．したがっ

て，式 (4.68)は，

∞∑
m=0

(−1)m
{
Px

n−1
m + Px

n+1
m − Py

n−1
m + Py

n+1
m

}
= 0 (n = 0, 1, 2, · · · ) (4.69)

を満足する必要がある．式 (4.69)に式 (4.54)，(4.55)の各ベクトルの要素を代入すると，

∞∑
m=0

(−1)m

{
γ

2a
(An − An−2) f̃n−1

m + F̃x
n−1
m +

γ

2a
(An+2 − An) f̃n+1

m + F̃x
n+1
m

+
γ

2a
(An + An−2) f̃n−1

m − F̃y
n−1
m − γ

2a
(An+2 + An) f̃n+1

m + F̃y
n+1
m

}
= 0 (4.70)
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となる．さらに整理すると，
∞∑

m=0

(−1)m

{
γ

2a
Anf̃n−1

m + F̃x
n−1
m − γ

2a
Anf̃n+1

m + F̃x
n+1
m

+
γ

2a
Anf̃n−1

m − F̃y
n−1
m − γ

2a
Anf̃n+1

m + F̃y
n+1
m

}
= 0 (4.71)

となり，したがってAnは，

An = −

∞∑
m=0

(−1)m

{
F̃x

n−1
m + F̃x

n+1
m − F̃y

n−1
m + F̃y

n+1
m

}
∞∑

m=0

(−1)m
{γ
a
f̃n−1

m − γ

a
f̃n+1

m

} (4.72)

と求まる．

4.3.6 級数展開

ここでは，数値計算のために F1
n
` および F2

n
` を級数展開する．

式 (4.50)，(4.51)は，Bessel関数の積を級数展開 [5]，

Jn(ξ
√
t0)Jn+2`+ 1

2
(ξ)

=
1

n!

(
ξ
√
t0

2

)n(
ξ

2

)n+2`+ 1
2

∞∑
k=0

(−1)kGk(−n− 2`− 2k − 1
2
, n+ 1 : t0)

k!Γ(n+ 2`+ 3
2
)

(
ξ

2

)k

=
t0

n/2

n!

∞∑
k=0

(−1)kGk(−n− 2`− 2k − 1
2
, n+ 1 : t0)

22n+2`+2k+ 1
2k!Γ(n+ 2`+ 3

2
)

ξ2n+2`+2k+ 1
2 (4.73)

を利用し，さらに積分と総和を入れ換えることで次のように変形できる．

F1
n
` =


t
(n−1)/2
0

(n− 1)!
Π0

∞∑
k=0

(−1)kGk(−n− 2`− 2k − 1
2
, n+ 1; t0)

22n+2`+2k+ 1
2k!Γ(n+ 2`+ k + 3

2
)
In+`+k

(n > 0)

0 (n = 0)

(4.74)

F2
n
` =

t
(n+1)/2
0

(n+ 1)!
Π0

∞∑
k=0

(−1)kGk(−n− 2`− 2k − 1
2
, n+ 2; t0)

22n+2`+2k+ 3
2k!Γ(n+ 2`+ k + 3

2
)
In+`+k+1 (4.75)

ただし，

Iq =

∫ ∞

0

ξ2q+1

ξ2 − γ2
e−h

√
ξ2−γ2

dξ (4.76)
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である．式 (4.76)は，

Iq = γ2q

∫ ∞

0

ξ

ξ2 − γ2
e−h

√
ξ2−γ2

dξ +

∫ ∞

0

ξ2q − γ2q

ξ2 − γ2
ξe−h

√
ξ2−γ2

dξ

= γ2qI0 +

q−1∑
p=0

γ2(q−p−1)

∫ ∞

0

ξ2p+1e−h
√

ξ2−γ2
dξ

= γ2qI0 +

q−1∑
p=0

γ2(q−p−1)Ĩp (4.77)

と表される．

I0は積分路を複素 ξ平面の正の虚軸に沿った 0から+j∞への経路に変更できて，

u = −j
√
ξ2 − γ2 (4.78)

と変数変換する．

u du = −ξdξ (4.79)

であるから，

I0 =

∫ j∞

γ

ξe−jh
√

ξ2−γ2

ξ2 − γ2
du

=

∫ ∞

0

e−jγhu

u
du

= −Ci(γh) − j
{π

2
− Si(γh)

}
(4.80)

と変形できる．ただし，Ci(x)および Si(x)はそれぞれ余弦積分関数，正弦積分関数を表す．

次に，Ĩpは，式 (A.36)と同様にすると，実数部と虚数部に分けて，

Ĩp =

∫ γ

0

ξ2p+1e−jh
√

γ2−ξ2
dξ +

∫ ∞

γ

ξ2p+1e−h
√

ξ2−γ2
dξ (4.81)

とする．ここで，式 (4.77)の第 1項を Ĩp
(1)
と置き，t =

√
γ2 − ξ2と変換するとフーリエ変

換 [6]により，

Ĩp
(1)

=

∫ γ

0

t(γ2 − t2)pe−jhtdt

= j
∂

∂h

∫ γ

0

(γ2 − t2)pe−jhtdt

=
γ2(p+1)

2(p+ 1)

[
1 −

√
π(p+ 1)!

(
γh

2

)−p− 1
2

{jJp+3/2(γh) + Hp+3/2(γh)}

]
(4.82)
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と変形できる．ただし，Hn(x)は struve関数を表す．また第2項を Ĩp
(2)
と置き，t =

√
ξ2 − γ2

と変換すると Laplace変換 [6]により，

Ĩp
(2)

=

∫ ∞

0

t(γ2 + t2)pe−htdt

= − ∂

∂h

∫ ∞

0

(γ2 + t2)pe−htdt

= − γ2(p+1)

2(p+ 1)

[
1 +

√
π(p+ 1)!

(
γh

2

)−p− 1
2

{Yp+3/2(γh) − Hp+3/2(γh)}

]
(4.83)

と変形できる．したがって，式 (4.82)および (4.83)より，Ĩpは，

Ĩp = −j
√
π

2
p!γ2(p+1)

(
γh

2

)−p− 1
2

H
(2)

p+ 3
2

(γh) (4.84)

と表される．

よって，式 (4.80)および (4.84)を式 (4.77)に代入すると，式 (4.76)の Iqは，

Iq = −γ2q

[{
Ci(γh) + j

(π
2
− Si(γh)

)}
+
j
√
π

2

q−1∑
p=0

p!

(
γh

2

)−p− 1
2

H
(2)

p+ 3
2

(γh)

]
(4.85)

と整理される．

この式 (4.85)を利用すると，式 (4.74)および (4.75)は，

F1
n
` = F

(1)
1

n

` + F
(2)
1

n

` (n = 1, 2, 3, · · · ) (4.86)

と分割することができる．ただし，

F
(1)
1

n

` = − t
(n−1)/2
0√

2(n− 1)!
Π0

{
Ci(γh) + j

(π
2
− Si(γh)

)}
×

∞∑
k=0

(−1)kGk(−n− 2`− 2k − 1
2
, n+ 1; t0)

k!Γ(n+ 2`+ k + 3
2
)

(γ
2

)2(n+`+k)

(4.87)

F
(2)
1

n

` = −j
2

√
π

2

t
(n−1)/2
0

(n− 1)!
Π0

∞∑
k=0

(−1)kGk(−n− 2`− 2k − 1
2
, n+ 1; t0)

k!Γ(n+ 2`+ k + 3
2
)

(γ
2

)2(n+`+k)

×
n+`+k−1∑

p=0

p!

(
γh

2

)−p− 1
2

H
(2)
p+3/2(γh)

= −j
2

√
π

2

t
(n−1)/2
0

(n− 1)!
Π0

∞∑
k=0

(−1)kGk(−n− 2`− 2k − 1
2
, n+ 1; t0)

k!Γ(n+ 2`+ k + 3
2
)

(γ
2

)2(n+`+k)

×
n+`+k−1∑

p=0

p!

(
γh

2

)−p− 1
2 (
Jp+3/2(γh) − jYp+3/2(γh)

)
(4.88)
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であり，Yν(x)はNeumann関数である．ここで式 (4.88)の実数部はNeumann関数を含むた

め，h < 1で収束しない．そこで，この実数部ReF
(2)
1

n

` を h < 1の場合に収束するように変

形する．

まず，式 (4.88)の実数部ReF
(2)
1

n

` を変形する．式 (4.88)の実数部に対して，Jacobiの多項

式を級数展開し，さらに総和の位置を移動し，整理すると，

ReF
(2)
1

n

` = −1

2

√
π

2

t
(n−1)/2
0

(n− 1)!
Π0

∞∑
k=0

(−1)kGk(−n− 2`− 2k − 1
2
, n+ 1; t0)

k!Γ(n+ 2`+ k + 3
2
)

(γ
2

)2(n+`+k)

×
n+`+k−1∑

p=0

p!

(
γh

2

)−p− 1
2

Yp+3/2(γh) (4.89)

= −1

2

√
π

2

t
(n−1)/2
0

(n− 1)!
Π0

∞∑
k=0

(−1)k
(

γ
2

)2(n+`+k)

k!Γ(n+ 2`+ k + 3
2
)

×
k∑

s=0

(−1)s

(
k

s

)
Γ(−n− 2`− k − 1

2
+ s)Γ(n+ 1)

Γ(−n− 2`− k − 1
2
)Γ(n+ 1 + s)

ts0

×
n+`+k−1∑

p=0

p!

(
γh

2

)−p− 1
2

Yp+3/2(γh)

= −1

2

√
π

2

t
(n−1)/2
0

(n− 1)!
Π0

∞∑
k=0

k∑
s=0

(−1)k
(

γ
2

)2(n+`+k)

k!Γ(n+ 2`+ k + 3
2
)

×(−1)s

(
k

s

)
Γ(−n− 2`− k − 1

2
+ s)Γ(n+ 1)

Γ(−n− 2`− k − 1
2
)Γ(n+ 1 + s)

ts0

×
n+`+k−1∑

p=0

p!

(
γh

2

)−p− 1
2

Yp+3/2(γh)

= −1

2

√
π

2
nt

(n−1)/2
0 Π0

∞∑
k=0

k∑
s=0

(−1)kts0
s!(k − s)!

(
γ
2

)2(n+`+k)

Γ(n+ 2`+ k − s+ 3
2
)Γ(n+ 1 + s)

×
n+`+k−1∑

p=0

p!

(
γh

2

)−p− 1
2

Yp+3/2(γh) (4.90)

を得る．さらに，s = s′，k = k′ + s′と変換し，整理すると，

ReF
(2)
1

n

` = −1

2

√
π

2
nΠ0

∞∑
s′=0

(−1)s′t
s′+(n−1)/2
0

s′!Γ(n+ s′ + 1)

∞∑
k′=0

(−1)k′ (γ
2

)2(ν+k′)

k′!Γ(µ+ k′ + 3
2
)

ν+k′−1∑
p=0

p!

(
γh

2

)−p− 1
2

Yp+3/2(γh)

= −1

2

√
π

2
nΠ0

∞∑
s′=0

(−1)s′t
s′+(n−1)/2
0

s′!Γ(n+ s′ + 1)
Tn+2`,n+`+s′ (4.91)

が得られる．ただし，

Tµ,ν =
∞∑

k′=0

(−1)k′ (γ
2

)2(ν+k′)

k′!Γ(µ+ k′ + 3
2
)

ν+k′−1∑
p=0

p!

(
γh

2

)−p− 1
2

Yp+3/2(γh) (4.92)

である．
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F
(2)
2

n

` に対しても同様にして，式 (4.75)より，

F2
n
` = F

(1)
2

n

` + F
(2)
2

n

` (n = 0, 1, 2, · · · ) (4.93)

F
(1)
2

n

` = −
√

2t
(n+1)/2
0

(n+ 1)!
Π0

{
Ci(γh) + j

(π
2
− Si(γh)

)}
×

∞∑
k=0

(−1)kGk(−n− 2`− 2k − 1
2
, n+ 2; t0)

k!Γ(n+ 2`+ k + 3
2
)

(γ
2

)2(n+`+k+1)

(4.94)

F
(2)
2

n

` = −j
√
π

2

t
(n+1)/2
0

(n+ 1)!
Π0

∞∑
k=0

(−1)kGk(−n− 2`− 2k − 1
2
, n+ 2; t0)

k!Γ(n+ 2`+ k + 3
2
)

(γ
2

)2(n+`+k+1)

×
n+`+k∑

p=0

p!

(
γh

2

)−p− 1
2

H
(2)
p+3/2(γh)

　 = −j
√
π

2

t
(n+1)/2
0

(n+ 1)!
Π0

∞∑
k=0

(−1)kGk(−n− 2`− 2k − 1
2
, n+ 2; t0)

k!Γ(n+ 2`+ k + 3
2
)

(γ
2

)2(n+`+k+1)

×
n+`+k∑

p=0

p!

(
γh

2

)−p− 1
2 (
Jp+3/2(γh) − jYp+3/2(γh)

)
(4.95)

と分割できる．式 (4.95)の実数部は，式 (4.92)を用いて式 (4.91)と同様にして，

ReF
(2)
2

n

` = −
√
π

2
Π0

∞∑
s=0

(−1)st
s+(n+1)/2
0

s!Γ(n+ s+ 2)
Tn+2`,n+`+s+1 (4.96)

と表される．

式 (4.92)中のNeumann関数を級数展開して，Tµ,νは次のように書き換えることができる．

Tµ,ν =
∞∑

k=0

(−1)k(γ
2
)2(ν+k)

k!Γ(µ+ k + 3
2
)

ν+k−1∑
p=0

(−1)pp!

(
γh

2

)−p− 1
2

J−p− 3
2
(γh)

=
∞∑

k=0

(−1)k(γ
2
)2(ν+k)

k!Γ(µ+ k + 3
2
)

ν+k−1∑
p=0

(−1)pp!

(
γh

2

)−p− 1
2

∞∑
q=0

(−1)q(γh
2

)2q−p− 3
2

q!Γ(q − p− 1
2
)

=
∞∑

k=0

(−1)k(γ
2
)2(ν+k)

k!Γ(µ+ k + 3
2
)

ν+k−1∑
p=0

(−1)pp!

(
γh

2

)−2(p+1) ∞∑
q=0

(−1)q(γh
2

)2q

q!Γ(q − p− 1
2
)

(4.97)

さらに，総和の順序を交換して，整理すると，

Tµ,ν =
∞∑

q=0

(−1)q(γh
2

)2q

q!

∞∑
k=0

(−1)k(γ
2
)2(ν+k)

k!Γ(µ+ k + 3
2
)

ν+k−1∑
p=0

(−1)pp!
(

γh
2

)−2(p+1)

Γ(q − p− 1
2
)

= − 1

π

∞∑
q=0

(γh
2

)2q

q!

∞∑
k=0

ν+k−1∑
p=0

p!Γ(p− q + 3
2
)

k!Γ(µ+ k + 3
2
)
(−1)k

(γ
2

)2(ν+k)
(
γh

2

)−2(p+1)

(4.98)

が得られる．ここで，k = p′ + k′ − ν + 1，p = p′と置き換え，k′，p′についての総和に変換
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し，整理すると，

Tµ,ν = − 1

π

∞∑
q=0

(γh
2

)2q

q!

(k′+p′≥ν−1)
∞∑

k′=0

∞∑
p′=0

Γ(p′ + 1)Γ(p′ − q + 3
2
)(−1)p′

Γ(p′ + k′ − ν + 2)Γ(p′ + k′ − ν + µ+ 5
2
)

×(−1)p′+k′−ν+1
(γ

2

)2(p′+k′+1)
(
γh

2

)2(p′+1)

= − 1

π

∞∑
q=0

(γh
2

)2q

q!

(k′+p′≥ν−1)
∞∑

k′=0

∞∑
p′=0

(−1)k′−ν+1
(γ

2

)2k′ Γ(p′ + 1)Γ(p′ − q + 3
2
)(−1)p′h−2(p′+1)

Γ(p′ + k′ − ν + 2)Γ(p′ + k′ − ν + µ+ 5
2
)

(4.99)

が得られる．ただし，k′，p′については，k′ + q′ < ν − 1の場合を除いた総和を取るものと

する．上式を整理すると，

Tµ,ν = − 1

π

∞∑
q=0

(γh
2

)2q

q!

∞∑
k=0

(−1)k−ν+1
(γ

2

)2k

×
∞∑

p=max(0,ν−k−1)

Γ(p+ 1)

Γ(p+ k − ν + 2)

Γ(p− q + 3
2
)(−1)ph−2(p+1)

Γ(p+ k − ν + µ+ 5
2
)

(4.100)

となる．ただし，max(a.b)は aと bのうち，大きい方を取ることを表す．

ここで，式 (4.100)の発散する総和部分を

S =
∞∑

p=max(0,ν−k−1)

Γ(p+ 1)

Γ(p+ k − ν + 2)

Γ(p− q + 3
2
)(−1)ph−2(p+1)

Γ(p+ k − ν + µ+ 5
2
)

(4.101)

と置き，この総和を複素積分で表現すると，

S = − 1

2πj

∮
C

Γ(w + 1)

Γ(w + k − ν + 2)

Γ(w − q + 3
2
)

Γ(w + k − ν + µ+ 5
2
)

πh−2(w+1)

sin πw
dw

= − 1

2j

∫ +j∞

−j∞

Γ(w + 1)

Γ(w + k − ν + 2)

Γ(w − q + 3
2
)

Γ(w + k − ν + µ+ 5
2
)

h−2(w+1)

sin πw
dw (4.102)

と表すことができる．このとき，複素w平面における積分路Cは，Γ(w+1)及びΓ(w−q+ 3
2
)

の極であるw = −1,−2,−3, · · · 及びw = q − 3
2
, q − 5

2
, q − 7

2
, · · · が左半平面に来るように取

り，また，w = 0, 1, 2, · · · は右半平面に来るように取る．さらに，積分路を右半平面で閉じ
ることで，式 (4.100)が得られる．

解析接続により，h < 1で収束する級数表現に変更する．このとき，式 (4.102)の積分路は

複素w平面の右半平面で閉じることができ，Sは以下の特異点の留数和で表される．
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4.3 解析

• ν > kの場合のw = −1,−2,−3, · · · での 1位の極

S(1) =
∞∑

p=0

ReSw→−p−1

= −π
∞∑

p=0

Γ(w + 1)Γ(w − q + 3
2
)h−2(w+1)

Γ(w + k − ν + 2)Γ(w + k − ν + µ+ 5
2
)

w + p+ 1

sinπw

∣∣∣∣∣
w→−p−1

(4.103)

gamma関数の reflection formulaを用いて，

S(1) = −π
∞∑

p=0

(−1)k+ν+1Γ(−w − k + ν − 1)

Γ(−w)

(−1)ν+µ+k+q+1Γ(−w − k + ν + −µ− 3
2
)

Γ(−w + q − 1
2
)

× w + p+ 1

sin πw

∣∣∣∣
w→−p−1

h2p

= −π
∞∑

p=0

(−1)p+ν+qΓ(p− k + ν)Γ(p− k + ν − µ− 1
2
)

p!Γ(p+ q + 1
2
)

h2p

= (−1)ν+q

∞∑
p=0

Γ(p− k + ν)Γ(p− k + ν − µ− 1
2
)

p!Γ(p+ q + 1
2
)

(−1)ph2p

=
(−1)µ+qΓ(ν − k)Γ(ν − µ− k − 1

2
)

Γ(q + 1
2
)

F (ν − k, ν − µ− k − 1

2
, q +

1

2
;−h2)

(4.104)

• ν ≤ kの場合の w = −1,−2,−3, · · · , ν − k − 1での 2Γ(w + 1)/Γ(w + k − ν + 2)と

1/sinnπによる重なった極

Γ(w + 1)

sinπw
= − π

Γ(−w) sin2 πw
(4.105)
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であるから，

S(2) = − 1

2j

k−ν∑
p=0

∮
w=−p−1

Γ(w + 1)Γ(w − q + 3
2
)

Γ(w + k − ν + 2)Γ(w + k − ν + µ+ 5
2
)

h−2(w+1)

sinπw
dw

=
π

2j

k−ν∑
p=0

∮
w=−p−1

Γ(w − q + 3
2
)h−2(w+1)

Γ(w + k − ν + 2)Γ(−w)Γ(w + k − ν + µ+ 5
2
)

1

sin2 πw
dw

=
k−ν∑
p=0

lim
w→−p−1

{
∂

∂w

Γ(w − q + 3
2
)h−2(w+1)

Γ(w + k − ν + 2)Γ(−w)Γ(w + k − ν + µ+ 5
2
)

}

×
(

(w + p+ 1)π

sinπw

)2

=
k−ν∑
p=0

lim
w→−p−1

Γ(w − q + 3
2
)h−2(w+1)

Γ(w + k − ν + 2)Γ(−w)Γ(w + k − ν + µ+ 5
2
)

×
{
−2 log h+ ψ(w − q +

3

2
) − ψ(w + k − ν + 2)

+ψ(−w) − ψ

(
w + k − ν − µ+

5

2

)}
=

k−ν∑
p=0

Γ(−p− q + 1
2
)

Γ(−p+ k − ν + 1)Γ(p+ 1)

h−2p

Γ(−p+ k − ν + µ+ 3
2
)

×
{
−2 log h+ ψ(−p− q +

1

2
) − ψ(−p+ k − ν + 1)

+ψ(p+ 1) − ψ

(
−p+ k − ν + µ+

3

2

)}
(4.106)

• ν ≤ kの場合のw = ν − k − 2, ν − k − 3, ν − k − 4, · · · での 1位の極

S(3) =
∞∑

p=k−ν+1

(−1)µ+qΓ(p+ k − ν)Γ(p− k + ν − µ− 1
2
)

Γ(p+ q + 1
2
)

(−1)ph2p

= −
∞∑

p=0

(−1)µ+ν+k+q+p

Γ(p+ k − ν + 2)

Γ(p+ 1)Γ(p− µ+ 1
2
)

Γ(p+ k + q − ν + 3
2
)
h2(p+k−ν+1) (4.107)
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4.3 解析

• q+ k+ µ− ν + 1 > 0の場合のw = q− 3
2
, q− 5

2
, q− 7

2
, · · · , ν − µ− k− 3

2
での 1位の極

S(4) = − 1

2j

µ−ν+q+k∑
p=0

∮
w=q−p− 3

2

Γ(w + 1)Γ(w − q + 3
2
)

Γ(w + k − ν + 2)Γ(w + k − ν + µ+ 5
2
)

h−2(w+1)

sinπw
dw

= − 1

2j

µ−ν+q+k∑
p=0

∮
w=q−p− 3

2

Γ(w + 1)

Γ(w + k − ν + 2)Γ(w + k − ν + µ+ 5
2
)

h−2(w+1)

sinπw

× π

Γ(−w + q − 1
2
) cos π(w − q + 1)

dw

= (−1)q+1π

µ−ν+q+k∑
p=0

h−(2q−2p−1)

p!

1

Γ(q − p+ k + µ− ν + 1)

Γ(q − p− 1
2
)

Γ(q − p+ k − ν + 1
2
)

(4.108)

ここで，F (a, b, c; x)はGaussの超幾何関数，ψ(x)は polygamma関数を表す．以上より

S = S(1) + S(2) + S(3) + S(4) (4.109)

となる．

式 (4.104)–(4.109)を式 (4.100)に代入して整理すると，h < 1で収束する次式が得られる．

Tµ,ν = T (1)
µ,ν + T (2)

µ,ν + T (3)
µ,ν + T (4)

µ,ν (4.110)

T (1)
µ,ν =

(−1)ν

π

∞∑
q=0

ν−1∑
k=0

(−1)k 1

q!

(
γh

2

)2q (γ
2

)2k

S(1)

=
(−1)ν

π

∞∑
q=0

ν−1∑
k=0

(−1)k 1

q!

(
γh

2

)2q (γ
2

)2k (−1)µ+qΓ(ν − k)Γ(ν − µ− k − 1
2
)

Γ(q + 1
2
)

×F (ν − k, ν − µ− k − 1

2
, q +

1

2
;−h2)

=
(−1)µ+ν

π

∞∑
q=0

(−1)q
(

γh
2

)2q

q!Γ(q + 1
2
)

ν−1∑
k=0

Γ(ν − k)Γ(ν − µ− k − 1

2
)(−1)k

(γ
2

)2k

×F (ν − k, ν − µ− k − 1

2
, q +

1

2
;−h2)

= −
∞∑

q=0

(−1)q
(

γh
2

)2q

q!Γ(q + 1
2
)

ν−1∑
k=0

Γ(ν − k)

Γ(µ− ν + k + 3
2
)

(γ
2

)2k

F (ν − k, ν − µ− k − 1

2
, q +

1

2
;−h2)

(4.111)
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同様にして，

T (2)
µ,ν =

(−1)ν

π

∞∑
q=0

∞∑
k=ν

(−1)k 1

q!

(
γh

2

)2q (γ
2

)2k

S(2)

=
(−1)ν

π

∞∑
q=0

∞∑
k=ν

(−1)k 1

q!

(
γh

2

)2q (γ
2

)2k

×
k−ν∑
p=0

Γ(−p− q + 1
2
)

Γ(−p+ k − ν + 1)Γ(p+ 1)

h2p

Γ(−p+ k − ν + µ+ 3
2
)

×
{
−2 log h+ ψ(p+ q +

1

2
) − ψ(−p+ k − ν + 1)

+ψ(p+ 1) − ψ

(
−p+ k − ν + µ+

3

2

)}
=

1

π

∞∑
q=0

∞∑
k=0

(−1)k 1

q!

(
γh

2

)2q (γ
2

)2(k+ν)

×
k∑

p=0

π(−1)p+q

Γ(−p+ k + 1)Γ(p+ 1)Γ(p+ q + 1
2
)

h2p

Γ(−p+ k + µ+ 3
2
)

×
{
−2 log h+ ψ(p+ q +

1

2
) − ψ(−p+ k + 1)

+ψ(p+ 1) − ψ

(
−p+ k + µ+

3

2

)}
=

∞∑
q=0

∞∑
k=0

∞∑
p=0

(−1)k+q 1

q!

(
γh

2

)2q (γ
2

)2(k+p+ν)

× 1

Γ(k + 1)Γ(p+ 1)Γ(p+ q + 1
2
)

h2p

Γ(k + µ+ 3
2
)

×
{
−2 log h+ ψ(p+ q +

1

2
) − ψ(k + 1) + ψ(p+ 1) − ψ

(
k + µ+

3

2

)}
=

∞∑
q=0

∞∑
k=0

∞∑
p=0

(−1)k+q

(
γh

2

)2(p+q) (γ
2

)2(k+ν)

× 1

k!q!p!Γ(p+ q + 1
2
)

h2p

Γ(k + µ+ 3
2
)

×
{
−2 log h+ ψ(p+ q +

1

2
) − ψ(k + 1) + ψ(p+ 1) − ψ

(
k + µ+

3

2

)}
(4.112)
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4.3 解析

ここで，公式
∞∑

p=0

∞∑
q=0

(−1)qf(p+ q)

p!q!
=

∞∑
p=0

p∑
q=0

(−1)qf(p)

(p− q)!q!

=
∞∑

p=0

p∑
q=0

f(p){1 + (−1)}p

= f(0) (4.113)

を利用すると，

T (2)
µ,ν =

1

π

∞∑
q=0

∞∑
k=0

∞∑
p=0

(−1)k+q

(
γh

2

)2(p+q) (γ
2

)2(k+ν) 1

k!q!p!Γ(p+ q + 1
2
)

h2p

Γ(k + µ+ 3
2
)
ψ(p+ 1)

+
∞∑

k=0

(−1)k+q
(γ

2

)2(k+ν) 1

k!Γ(1
2
)

h2p

Γ(k + µ+ 3
2
)

×
{
−2 log h+ ψ(

1

2
) − ψ(k + 1) − ψ

(
k + µ+

3

2

)}
=

(γ
2

)2ν−µ− 1
2
Jµ+ 1

2
(γ)

∞∑
p=0

(
γh

2

)p+ 1
2 ψ(p+ 1)

Γ(p+ 1)
Jp− 1

2
(γh)

− 1√
π

∞∑
k=0

(−1)k
(

γ
2

)2(k+ν)

k!Γ(k + µ+ 3
2
)

{
ψ(k + 1) + ψ(k + µ+

3

2
)

}

−
(

γ
2

)2ν−µ− 1
2

√
π

{2 log 2h+ C}Jµ+ 1
2
(γ) (4.114)
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となる．ここでCは Euler定数を表す．さらに T
(3)
µ,ν，T

(3)
µ,ν は，

T (3)
µ,ν =

(−1)ν

π

∞∑
q=0

∞∑
k=ν

(−1)k 1

q!

(
γh

2

)2q (γ
2

)2k

S(3)

= −(−1)ν

π

∞∑
q=0

∞∑
k=ν

(−1)k
(

γh
2

)2q

q!

(γ
2

)2k
∞∑

p=0

(−1)µ+ν+k+q+pΓ(p+ 1)Γ(p− µ+ 1
2
)

Γ(p+ k − ν + 2)Γ(p+ k + q − ν + 3
2
)
h2(p+k−ν+1)

= −(−1)µ

π

(γ
2

)2ν

h2

∞∑
q=0

(−1)q
(

γh
2

)2q

q!

∞∑
k=0

(γ
2

)2k
∞∑

p=0

(−1)pΓ(p+ 1)Γ(p− µ+ 1
2
)

Γ(p+ k + 2)Γ(p+ k + q + 3
2
)
h2(p+k)

= −(−1)µ

π

(γ
2

)2ν

h2

∞∑
k=0

(
γh

2

)2k k∑
q=0

(−1)q

q!

∞∑
p=0

(−1)pΓ(p+ 1)Γ(p− µ+ 1
2
)

Γ(p+ k − q + 2)Γ(p+ k + 3
2
)
h2p

= −(−1)µ

π

(γ
2

)2ν

h2

∞∑
k=0

(
γh

2

)2k k∑
q=0

(−1)q

q!

Γ(−µ+ 1
2
)

Γ(k − q + 2)Γ(k + 3
2
)
h2p

×3F2(1, 1,−µ+
1

2
, k − q + 2, k +

3

2
;−h2)

= −
(

γ
2

)2ν
h2

Γ(µ+ 1
2
)

∞∑
k=0

(
γh
2

)2k

Γ(k + 3
2
)

k∑
q=0

(−1)q

q!Γ(k − q + 2)
3F2(1, 1,−µ+

1

2
, k − q + 2, k +

3

2
;−h2)

(4.115)

T (4)
µ,ν =

(−1)ν

π

∞∑
q=0

∞∑
k=0

(−1)k 1

q!

(
γh

2

)2q (γ
2

)2k

S(4)

=
(−1)ν

π

∞∑
q=0

∞∑
k=0

(−1)k 1

q!

(
γh

2

)2q (γ
2

)2k

(−1)q+1

×
µ−ν+q+k∑

p=0

h−(2q−2p−1)

p!

1

Γ(q − p+ k + µ− ν + 1)

Γ(q − p− 1
2
)

Γ(q − p+ k − ν + 1
2
)

= (−1)ν+1

∞∑
q=0

∞∑
k=0

µ−ν+q+k∑
p=0

(−1)k+q

q!

(
γh

2

)2q (γ
2

)2k

×
Γ(q − p− 1

2
)h−2q+2p+1

p!Γ(q − p+ k − ν + 1
2
)Γ(q − p+ k + µ− ν + 1)

= (−1)ν+1

∞∑
k=0

k∑
q=0
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と表される．ただし，3F2(a, b, c, d, e;x)は一般化された超幾何関数を表す．式 (4.110)–(4.116)

を用いることで，h < 1で収束するReF1
n
`，ReF2

n
` の表現式が得られる．

4.3.7 級数展開式の特性

まず，前項で定式化した h < 1.0のときの式 (4.96)を適用したF`の `に対する変化を調査

する．なお，計算には，多倍長精度数値計算法を用いている．図 4.2から 4.4に，t0 = 0.0，

n = 1としたF`の絶対値 |F 1
` |を示す．横軸は `，縦軸はF 1

` の絶対値を表す．また図では，h

をパラメータとして，a/λ = 1.0, 3.0, 5.0と変化させた．図 4.2では，F 1
` は `にしたがって指

数関数的に減少する．また図 4.3では，|F 1
` |は 101から 10−2の間で変化し，その後，指数関

数的に減少する．さらに図 4.4のように a/λが大きくなると，指数関数的に減少し始める `

の値が大きくなる．よって，a/λが大きくなるにしたがって，より多くの項数が必要になる

ことがわかる．

次に，式 (4.87)，(4.88)を用いた h > 1.0のときの |F`|の `に対する変化を調査した．図

4.5から 4.7に，それぞれ a/λ = 1.0, 3.0, 5.0に対する，hをパラメータとして 1.5，2.0，3.0，

5.0と変化させた場合の結果を示す．図 4.5より，` = 0から |F 1
` |が指数関数的に減少する．

h < 1.0のときと同様に，hが小さい程 |F`|の収束が遅い．また，a/λが大きくなった場合の
傾向も h < 1.0と同様である．さらに，a/λが同じ値の図 4.2と図 4.5で比較すると，h < 1.0

のときと比べて，hが大きくなるにつれて，減少が始まる `は小さくなっている．したがっ

て，波源が円板に近い場合の方が，遠い場合と比べて項数が多く必要であり，収束が遅くな

る傾向があることがわかる．
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図 4.2: `に対する |F n
` |の値（a/λ = 1.0, h <

1.0）

10-12

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

100

102

 0  5  10  15  20

|F
n l|

l

h=0.25
h=0.5

h=0.75

図 4.3: `に対する |F n
` |の値（a/λ = 3.0, h <

1.0）

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

 0  5  10  15  20

|F
n l|

l

h=0.25
h=0.5

h=0.75

図 4.4: `に対する |F n
` |の値（a/λ = 5.0, h <

1.0）

109



4.3 解析

10-40

10-35

10-30

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

 0  5  10  15  20

|F
n l|

l

h=1.5
h=2.0
h=3.0
h=5.0

図 4.5: `に対する |F n
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図 4.6: `に対する |F n
` |の値（a/λ = 3.0, h >
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最後に，展開係数計算のもととなっている F`に対する収束性を調査した．図 4.8は，hに

対して，F`が収束に必要な `の値を調べた結果である．図では a/λをパラメータとし，横軸

は h，縦軸は F`が 10−7になったときの `を示す．この結果より，どの a/λでも hが大きく

なるにしたがって，`が小さくなっていく．特に，h = 0.25のときは `が 30程度であるが，

h = 0.75までは急激に下がり，それ以降は h = 4.0程度までは緩やかに下がっていく．その

後 `は一定値に収束していく．これは，波源が円板に近い場合は波源からの影響が大きく，

その変化が急激なために `が多く必要であるが，hが大きくなるにつれて影響が小さく，少

ない `で収束するためと考えられる．x/a a / λ
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図 4.8: hに対する，収束に必要な `の値

4.4 展開係数の計算精度に対する検討

ここで，電流分布計算に際し，展開係数と多倍長精度数値計算の精度との関係について調

査する．図 4.9に，t0 = 0.0，n = 1として，式 (4.54)の展開係数Px
1
mの計算に必要なデータ

長と，円板の大きさの関係を調査した結果を示す．図では，横軸は多倍長精度数値計算にお

いて設定したデータ長を表し，64[bit]単位で変化させた．また縦軸は，収束基準を 10−7と

して，Px
1
mが収束基準を満たす円板の半径 a/λの範囲を棒グラフで表している．データ長が

少ない場合，桁落ちが生じPx
1
mが十分小さくならないため，収束基準を設け，mを増加して

いく過程で，Px
1
mが収束基準以下となった場合に計算が収束したと判断する．なお，h = 0.5

のとき，この収束基準では 64[bit]の場合，計算が収束しない．図より，h = 0.5，2.0ともに，

a/λにほぼ比例して計算に必要なデータ長が大きくなることがわかる．
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図 4.9: 各データ長での計算可能な a/λの範囲

4.5 数値計算

本節では，別法との比較が可能な場合として図 4.1の波源を (0, 0, z0)と中心軸上に固定す

る．この場合，t0 = 0.0であるため，式 (4.50)，(4.51)のF 1
x`, F

1
y`以外は 0となる．このこと

と式 (4.72)より，An±1もA0以外全て 0となる．その結果，展開係数はPx
1
mを除いて他は全

て 0となり，さらに，Px
1
m = Py

1
mとなる．

4.5.1 波源が中心軸上にある場合の電流分布

波源の高さ h = 2.0での電流分布を図 4.10に示す．図において，横軸は半径で規格化した

中心軸からの距離 x/aを表し，縦軸は波源の強度，半径および高さで規格化した，z = +0

における x軸上の電流の振幅 |hJx/{kId`/4πa}|を表している．図より，a/λが増加すると，
振動の数が増加していくことがわかる．

次に，円板の半径を a/λ = 1.0と一定にして，hをパラメータとした場合の電流分布を図

4.11に示す．図より，hが小さい，すなわち波源が円板に近い場合には中心軸付近に最大値

が来るが，hが大きい，すなわち波源が遠い場合には円板の端部付近に最大値が来る．

さらに，円板の半径を a/λ = 5.0と大きくして，hをパラメータとした場合の電流分布を図

4.12に示す．図より，hが小さい，すなわち波源が円板に近い場合には振動の数が a/λ = 5.0

より多く存在するが，波源が遠くなるにしたがって，振動の数は少なくなっていく．
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4.5.2 別法との比較

ここでは，FD-TD法および物理光学近似界と本手法との比較を行う．

図 4.10と同じパラメータで計算した結果を図 4.13に示す．図中の「RIG.」は本方法によ

る電流を，「PO」は物理光学近似界を，「FD-TD」は FD-TD法による電流を表す．ただし

「FD-TD」は，無限平板に対する計算値が理論値と一致するよう波源の振幅を規格化し，円

板上の電流分布を計算したものである．また，対称性により x− z平面内の 2次元のFD-TD

とし，その分割幅は λ/64としている．図より，本手法とFD-TD法がよく一致していること

が読み取れる．また物理光学近似界との比較により，本手法での結果は物理光学近似界での

結果に回折界が入っているような結果となっていることがわかる．

次に，図 4.11と同じパラメータで計算した結果を図 4.14に示す．図より，広い範囲の hで

本手法と FD-TD法が一致していることが確認できる．

最後に円板の半径を a/λ = 5.0にして，図 4.14と同様に hをパラメータとした場合の電流

分布を図 4.15に示す．図より，電流分布は物理光学近似界に端部からの回折界を含むような

結果となっていることが確認できる．
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図 4.15: 物理光学近似界との比較 (a/λ = 5.0)

4.6 むすび

本章では，NomuraとKatsuraおよび Inawashiroの解析方法を発展させて，垂直方向に偏

波した電気的微小ダイポールを波源とする完全導体円板による散乱を厳密に解析した．以下，

本章をまとめる．

• まず，これまで行われていない波源が任意の位置にある場合の定式化および級数式へ
の展開を行った．ここでは，境界条件の下で得られる非斉次微分方程式の解を散乱界

と整合することで展開係数を決定した．また，水平微小ダイポールのときと同様に，波

源の高さが円板の半径より小さい場合に計算式の収束性の問題が生じた．そこで，こ

れを級数展開と解析接続により，任意の波源の高さに対して数値計算を可能にした．

• 次に，級数展開式の計算に必要な項数についての特性を調査し，円板の大きさや波源
の高さに対する項数の指標を示した．また，展開係数の計算精度を検討し，円板の大

きさに対してのデータ長の指標を示した．

• さらに電流分布を計算し，円板の大きさおよび波源の高さに対する特性を検証した．

• 最後に，FD-TD法と本手法との比較により本手法の妥当性を確認し，また大きな円板

に対しては，物理光学近似界との比較により，その妥当性を確認した．
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第5章 結論

本論文では，平面波および水平方向に偏波した電気的微小ダイポール，垂直方向に偏波し

た電気的微小ダイポールを波源とし，完全導体円板に対する散乱・回折現象を，境界値問題

として扱った厳密解法を確立するとともに，数値計算によって詳細に物理的現象を捉え，ア

ンテナ設計や種々の計算指標に応用できることを目的としてきた．

第 1章では，はじめに本研究を行う目的を述べるとともに，散乱問題の歴史的背景および

関連する研究について述べ，導体円板に対する厳密解法の未解決な課題について, 整理して

示した．その後，本研究の技術的および社会的意義について述べ，本論文の構成を示した．

第 2章では，多倍長精度数値計算法を導入して，平面波を波源とする完全導体円板による

散乱界の厳密解析および検討を行った．解析手法を詳細に示した後，数値計算を円滑に進め

るために，多倍長精度数値計算ライブラリのインターフェイスを作成し，数学ライブラリ関

数と四則演算の利用の簡易化を実現した．次に，展開係数を計算するための級数計算に対す

る計算精度について調査した．その結果，©1 計算過程で計算精度の低下が見られること，©2
桁落ちに原因があること，©3 多倍長精度数値計算により，精度の低下を防げること，がわ
かった．これらの検証を考慮して，電流分布の計算を行った．垂直入射の場合，©1 電流は物
理光学近似界の結果を中心に，円板の半径と波長の比で振動すること，©2 中心部分の電流
は，円板の半径が整数波長の場合は極小値，半整数波長の場合は極大値となること，を明ら

かにした．次に，斜め入射の場合の電流分布の計算を行い，入射角が大きくなる程，その振

幅は小さくなることを明らかにした．さらに，高周波近似，モーメント法，FD-TD法と本

手法との結果を比較し，その妥当性を確認した後，最後に，遠方散乱界の計算結果を示した．

第 3章では，水平微小ダイポールを波源とする場合の厳密解析の方法を検討し，特に，こ

れまで行われていなかった波源が任意の位置にある場合について定式化を行った．その際，

波源の高さに対する収束性の問題を考慮し，円板上において，任意の波源の高さで計算可能

な定式化を実現した．この数値計算において，級数式の値が一時的に大きくなることが原因

で桁落ちが生じることが確認され，その精度を保つためには大きなデータ長が必要であり，

その解決方法として多倍長精度数値計算が有効であることを示した．さらに，級数展開式の

計算に必要な項数について調査し，円板の大きさや波源の高さに対する必要項数の指標を示

した．これらの結果を踏まえて，電流分布を計算した．まず，これまで厳密に計算されてい

なかった，波源が中心軸上にある場合の，波長と比較して大きな円板についての電流分布計

算を行い，特性を検討した．次に，波源が中心軸上から外れた場合の電流分布を計算し，円
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板の大きさ，波源の高さ，波源の位置を変化させ，波源が円板から遠ざかると，電流分布が

平面波入射時の分布に近づくことを確認することで，本手法の妥当性を明らかにした．最後

に，物理光学近似界および等価端部電流法の結果と比較し，本手法による電流分布と一致す

ることを確認した．

第 4章では，垂直微小ダイポールを波源とする完全導体円板による散乱界を厳密に解析し

た．まず，これまで行われていなかった散乱界に対する解析および級数式への展開を行った．

ここでは，境界条件の下で得られる非斉次微分方程式の解を散乱界と整合することで展開係

数を決定した．その際，水平微小ダイポールのときと同様に，波源の高さが円板の半径より

小さい場合に計算式の収束性の問題が生じた．そこで，これを級数展開と解析接続により，

任意の波源の高さに対して数値計算を可能にした．次に，級数展開式の計算に必要な項数に

ついて調査し，円板の大きさや波源の高さに対する項数の指標を示した．また，展開係数の

計算精度を検討し，円板の大きさに対するデータ長の指標を示した．さらに，電流分布を計

算し，円板の大きさおよび波源の高さに対する特性を明らかにした．最後に，小さな円板に

対しては，FD-TD法との比較により本手法の妥当性を確認し，また大きな円板に対しては，

物理光学近似界との比較により，本手法の妥当性を確認した．

以上の結果より，平面波および水平方向に偏波した電気的微小ダイポール，垂直方向に偏

波した電気的微小ダイポールを波源とし，完全導体円板に対する散乱・回折現象を，境界値

問題として扱った厳密解法を確立することができた．

今後の課題としては，まず，半径 10波長以上の場合の電流分布計算および，微小ダイポー

ルを波源とした場合の遠方散乱界の数値計算を行う必要がある．次に，垂直微小ダイポール

波源における，波源が中心軸上から外れている場合の電流分布，および放射界についての検

討を行う必要がある．さらに，本研究で行った対象・波源のケースをそのまま実際に実験を

行い，理論と実際の差がどのように現れるかなどの検証も考えられる．
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付 録A

A.1 ヘルツベクトル

電流源 J から放射する電磁界についての方程式 (Maxwellの方程式)

∇× E + jωµH = 0

∇× H − jωεE = J

∇ · H = 0

∇ · E =
1

ε
ρ

に対して，電磁界をベクトルポテンシャルAとスカラポテンシャル φを用いて表すことに

する．

∇ · H = 0

より，Hは任意のベクトルAを用いて

H =
1

µ
∇× A

と表すことができる．これを

∇× E + jωµH = 0

に代入して，

∇× (E + jωA) = 0

E + jωA = −∇φ

を得る．以上より，ポテンシャルによる電磁界の表現を得る：

E = −∇φ− jωA

H =
1

µ
∇× A.

これを

∇× H − jωεE = J
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に代入すれば，次の方程式を得る．

∇×∇× A − k2A − k2

jω
∇φ = µJ

(
∇2 + k2

)
A −∇

(
∇ · A − k2

jω
φ

)
= −µJ

ここで，式の変形にはベクトル解析の公式

∇×∇× F = ∇(∇ · F ) −∇2F

および，波数 kは，

k = ω
√
µε

と表されることを利用している．

ポテンシャルの自由度を考慮して，

φ =
jω

k2
∇ · A

と選べば，(
∇2 + k2

)
A = −µJ

となる．また，電界および磁界は

E = −jω
{

A +
1

k2
∇(∇ · A)

}
H =

1

µ
∇× A

と表すことができる．

電気的ヘルツベクトルΠ: 電流源 J により生じる電磁界は，ベクトルポテンシャルを

A = jωµεΠ

とベクトルΠを用いて表す．このとき，

E = ∇(∇ · Π) + k2Π (A.1)

H = jωε∇× Π (A.2)(
∇2 + k2

)
Π = − 1

jωε
J

と整理できる．このΠについての偏微分方程式はベクトル・ヘルムホルツ方程式 (ベクトル

波動方程式)であり，その解は波動を表す．
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磁気的ヘルツベクトルΠm 磁流源 Jmにより生じる電磁界は

∇× E + jωµH = −Jm

∇× H − jωεE = 0

∇ · H =
1

µ
ρm

∇ · E = 0

に従うので，電気的ヘルツベクトルと同様にして，

H = −jωµ∇× Πm

E = ∇(∇ · Πm) + k2Πm(
∇2 + k2

)
Πm =

1

jωµ
Jm

と整理できる．

電気的ヘルツベクトルと磁気的ヘルツベクトルを重ね合わせると，次のように電流源，お

よび，磁流源からの放射電磁界の表現式を得ることができる．

E = ∇(∇ · Π) + k2Π − jωµ∇× Πm (A.3)

H = jωε∇× Π + ∇(∇ · Πm) + k2Πm (A.4)

A.2 端点条件

z軸方向に一様な 2次元問題に対して端点条件を調べる．いま，z軸を稜線として x − y

面 (x ≥ 0)と ϕ = −Ω面を境界面とする開き角 Ω (0 ≤ Ω < π)の完全導体楔のエッジ近傍

(r ' 0)での電磁界の振舞を調べる．ϕ = 0, −Ω面での境界条件から，電界，および，磁界

のエッジと平行な成分は

Ez =
∞∑

n=1

f (e)
n (r) sinnνϕ

Hz =
∞∑

n=0

f (h)
n (r) cosnνϕ, ν =

π

2π − Ω

と表される．ただし，この電磁界は 2次元の波動方程式

∂2Ψ

∂r2
+

1

r

∂Ψ

∂r
+

1

r2

∂2Ψ

∂ϕ2
+ k2Ψ = 0

を満足する必要がある．

上の電磁界を波動方程式に代入して，整理すると，次の方程式を得る．

d2f
(e,h)
n (r)

dr2
+

1

r

df
(e,h)
n (r)

dr
+

(
k2 − n2ν2

r2

)
f (e,h)

n (r) = 0
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A.2 端点条件

r = 0近傍でのこの方程式の解を級数展開

f (e,h)
n (r) = (kr)p

∞∑
`=0

A
(e,h)
n,` (kr)`, (A

(e,h)
n,0 6= 0)

により近似すると，波動方程式より次の漸化式が得られる:

(p2 − n2ν2)A
(e,h)
n,0 = 0{

(p+ 1)2 − n2ν2
}
A

(e,h)
n,1 = 0{

(p+ `)2 − n2ν2
}
A

(e,h)
n,` + A

(e,h)
n,`−2 = 0

以上より，

p = ±nν = ± nπ

2π − Ω

An,` =

 0 ` = 1, 3, 5, · · ·

− An,`−2

(P + `)2 − n2ν2
` = 2, 4, 6, · · ·

となる．したがって，0 < kr � 1での主要項は

f (e,h)
n = (kr)±nνA

(e,h)
n,0

Ez =
∞∑

n=1

A
(e)
n,0(kr)

±nν sinnνϕ

Hz =
∞∑

n=0

A
(h)
n,0(kr)

±nν cosnνϕ

と近似できる．残りの r, ϕ成分は

Er =
η

jkr

∂Hz

∂ϕ

= jην
∞∑

n=1

nA
(h)
n,0(kr)

±nν−1 sinnνϕ

Eϕ = − η

jk

∂Hz

∂r

= ±jην
∞∑

n=1

nA
(h)
n,0(kr)

±nν−1 cosnνϕ

Hr =
1

jηkr

∂Ez

∂ϕ

= −jν
η

∞∑
n=1

nA
(e)
n,0(kr)

±nν−1 cosnνϕ

Hϕ =
1

jηk

∂Ez

∂r

= ∓jν
η

∞∑
n=1

nA
(e)
n,0(kr)

±nν−1 sinnνϕ
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したがって，r = 0近傍での電磁界のエネルギーは∫
S

1

2
ωε |E|2 dS =

2π − Ω

4
ωε

∫ r

0

|E|2 rdr∫
S

1

2
ωµ |H|2 dS =

2π − Ω

4
ωµ

∫ r

0

|H|2 rdr

となる．エッジ近傍では電磁界は発散することはあるが，蓄積エネルギは有界である (端点

条件)．このためには，

|E| = o(r−1), |H| = o(r−1), r → +0

を満足する必要がある．ところで，

1

2
≤ ν =

π

2π − Ω
< 1

であるから，n = 0, 1だけを取り出すと，

Ez = A
(e)
1,0(kr)

±ν sin νϕ

Hz = A
(h)
0,0 + A

(h)
1,0(kr)

±ν cos νϕ

Er = jηνA1,n(kr)±ν−1 sin νϕ

Eϕ = ±jηA(h)
1,0(kr)

±ν−1 cos νϕ

Hr = −jν
η
A

(e)
1,0(kr)

±ν−1 cos νϕ

Hϕ = ∓jν
η
A

(e)
1,0(kr)

±ν−1 sin νϕ

であるから，蓄積エネルギーが有界であるためには，電磁界の主要項は，

Ez = A
(e)
1,0(kr)

ν sin νϕ

Hz = A
(h)
0,0 + A

(h)
1,0(kr)

ν cos νϕ

Er = jηνA1,n(kr)ν−1 sin νϕ

Eϕ = jηA
(h)
1,0(kr)

ν−1 cos νϕ

Hr = −jν
η
A

(e)
1,0(kr)

ν−1 cos νϕ

Hϕ = −jν
η
A

(e)
1,0(kr)

ν−1 sin νϕ

でなければならない．

以上，端点条件より，エッジ近傍でのエッジと平行な電磁界の成分は

E‖ = O(rν), H‖ = A
(h)
0,0 +O(rν).

となる．
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Ω = 0(knife wedge)の場合は，ν = 1/2であり，

E‖ = O(r
1
2 ) (A.5)

H‖ = H0 +O(r
1
2 ) (A.6)

E⊥ = O(r−
1
2 ) (A.7)

H⊥ = O(r−
1
2 ) (r → 0) (A.8)

である．

A.3 円筒座標系での変数分離解

円筒座標系での波動方程式

∂2F

∂r2
+

1

r

∂F

∂r
+

1

r2

∂2F

∂ϕ2
+ k2F = 0

の変数分離解

F (r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ)

に対する方程式は，分離定数を νとして，

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+

(
k2 − ν2

r2

)
R = 0

d2Φ

dϕ2
+ ν2Φ2 = 0

であり，その解は，

R(r) = A1Jν(kr) + A2Yν(kr)

Φ(ϕ) = B1 cos νϕ+B2 sin νϕ

と表される．ここで，Jν(kr)および Yν(kr)は，それぞれ ν次のBessel関数，および，ν次の

Neumann関数である．Bessel関数は r = 0で有限な値を取り，Neumann関数は r = 0で発

散する．

F (r, ϕ)が ϕに関して周期 2πの周期関数である場合は，ν = 0, 1, 2, 3, · · · と整数値を取り，

F (r, ϕ) =
∞∑

n=0

{AnJn(kr) +BnYn(kr)} {Cn cosnϕ+Dn sinnϕ} (A.9)

と表される．
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A.4 スカラ関数U(x, y)の導関数

直角座標の微分から円筒座標の微分に変換すると，∂U
∂x
は，

∂U

∂x
=

∂U

∂r
cosϕ− 1

r

∂U

∂ϕ
sinϕ

=
∞∑

n=0

εn
[
kJn

′(kr) cosϕ{U (e)
n cosnϕ+ U (o)

n sinnϕ}

−n
r
Jn(kr) sinϕ{−U (e)

n sinnϕ+ U (o)
n cosnϕ}

]
=

∞∑
n=0

εn

[
{kJn

′(kr) cosϕ cosnϕ+
n

r
Jn(kr) sinϕ sinnϕ}U (e)

n

+{kJn
′(kr) cosϕ sinnϕ− n

r
sinϕ cosnϕ}U (o)

n

]
=

1

2

∞∑
n=0

εn

[{(
kJn

′(kr) +
n

r
Jn(kr)

)
cos(n− 1)ϕ+

(
kJn

′(kr) − n

r
Jn(kr)

)
cos(n+ 1)ϕ

}
U (e)

n

+
{(
kJn

′(kr) +
n

r
Jn(kr)

)
sin(n− 1)ϕ+

(
kJn

′(kr) − n

r
Jn(kr)

)
sin(n+ 1)ϕ

}
U (o)

n

]
=

k

2

∞∑
n=0

εn
[
{Jn−1(kr) cos(n− 1)ϕ− Jn+1(kr) cos(n+ 1)ϕ}U (e)

n

+ {Jn−1(kr) sin(n− 1)ϕ− Jn+1(kr) sin(n+ 1)ϕ}U (o)
n

]
(A.10)

となる．ただし，Bessel関数の変形には，漸化式 [1]

Jν
′(z) =

ν

z
Jν(z) − Jν+1(z)

= Jν−1(z) −
ν

z
Jν(z) (A.11)

を利用している．ここで，式 (A.10)の総和の第 1項は，

∞∑
n=0

εn {Jn−1(kr) cos(n− 1)ϕ− Jn+1(kr) cos(n+ 1)ϕ}U (e)
n

= {J−1(kr) cosϕ− J1(kr) cosϕ}U (e)
0 + 2{J0(kr) − J2(kr) cos 2ϕ}U (e)

1

+2{J1(kr) cosϕ− J3(kr) cos 3ϕ}U (e)
2 + 2{J2(kr) cos 2ϕ− J4(kr) cos 4ϕ}U (e)

3 + · · ·

= 2U
(e)
1 J0(kr) + 2(U

(e)
2 − U

(e)
0 )J1(kr) cosϕ+ 2(U

(e)
3 − U

(e)
1 )J2(kr) cos 2ϕ+ · · ·

=
∞∑

n=0

εn(U
(e)
n+1 − U

(e)
n−1)Jn(kr) cosnϕ (A.12)

と変形できる．ただし，

U
(e)
−1 = −U (e)

1
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とする．上の変形では，J−1(kr) = −J1(kr)を利用している．さらに，式 (A.10)の総和の第

2項は，
∞∑

n=0

εn {Jn−1(kr) sin(n− 1)ϕ− Jn+1(kr) sin(n+ 1)ϕ}U (o)
n

= −2J2(kr) sin 2ϕU
(o)
1 + 2{J1(kr) sinϕ− J3(kr) sin 3ϕ}U (o)

2

+2{J2(kr) sin 2ϕ− J4(kr) sin 4ϕ}U (o)
3 + · · ·

= 2U
(o)
2 J1(kr) sinϕ+ 2{U (o)

3 − U
(o)
1 }J2(kr) sin 2ϕ+ 2{U (o)

4 − U
(o)
2 }J3(kr) sin 3ϕ+ · · ·

=
∞∑

n=1

εn

(
U

(o)
n+1 − U

(o)
n−1

)
Jn(kr) sinnϕ (A.13)

と変形できるので，

∂U

∂x
=

k

2

∞∑
n=0

εnJn(kr)
[
(U

(e)
n+1 − U

(e)
n−1) cosnϕ+ (U

(o)
n+1 − U

(o)
n−1) sinnϕ

]
(A.14)

となる．
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同様にして，直角座標の微分から円筒座標の微分に変換すると，∂U
∂y
は，

∂U

∂y
=

∂U

∂r
sinϕ+

1

r

∂U

∂ϕ
cosϕ

=
∞∑

n=0

εn

[
{kJn

′(kr) sinϕ cosnϕ− n

r
Jn(kr) cosϕ sinnϕ}U (e)

n

+{kJn
′(kr) sinϕ sinnϕ+

n

r
cosϕ cosnϕ}U (o)

n

]
=

1

2

∞∑
n=0

εn

[{
−
(
kJn

′(kr) +
n

r
Jn(kr)

)
sin(n− 1)ϕ+

(
kJn

′(kr) − n

r
Jn(kr)

)
sin(n+ 1)ϕ

}
U (e)

n

+
{(
kJn

′(kr) +
n

r
Jn(kr)

)
cos(n− 1)ϕ−

(
kJn

′(kr) − n

r
Jn(kr)

)
cos(n+ 1)ϕ

}
U (o)

n

]
=

k

2

∞∑
n=0

εn
[
{−Jn−1(kr) sin(n− 1)ϕ− Jn+1(kr) sin(n+ 1)ϕ}U (e)

n

+ {Jn−1(kr) cos(n− 1)ϕ+ Jn+1(kr) cos(n+ 1)ϕ}U (o)
n

]
=

k

2

[
−
{
U

(e)
0 (J−1(kr) sin(−ϕ) + J1(kr) sinϕ) + 2U

(e)
1 J2(kr) sin 2ϕ

+2U
(e)
2 (J1(kr) sinϕ+ J3(kr) sin 3ϕ) + 2U

(e)
3 (J2(kr) sin 2ϕ+ J4(kr) sin 4ϕ) + · · ·

}
+
{

2U
(o)
1 (J0(kr) + J2(kr) cos 2ϕ) + 2U

(o)
2 (J1(kr) cosϕ+ J3(kr) cos 3ϕ)

+2U
(o)
3 (J2(kr) cos 2ϕ+ J4(kr) cos 4ϕ) + · · ·

}]
=

k

2

[{
2U

(o)
1 J0(kr) + 2U

(o)
2 J1(kr) cosϕ+ 2(U

(o)
1 + U

(o)
3 )J2(kr) cos 2ϕ

+2(U
(o)
2 + U

(o)
4 )J3(kr) cos 3ϕ+ · · ·

}
−
{

2(U
(e)
2 + U

(e)
0 )J1(kr) sinϕ+ 2(U

(e)
3 + U

(e)
1 )J2(kr) sin 2ϕ

+2(U
(e)
4 + U

(e)
2 )J3(kr) sin 3ϕ+ · · ·

}]
=

k

2

∞∑
n=0

εnJn(kr)
[
(U

(o)
n+1 + U

(o)
n−1) cosnϕ− (U

(e)
n+1 + U

(e)
n−1) sinnϕ

]
(A.15)

ただし，

U
(o)
−1 = U

(o)
1 , U

(o)
0 = 0

である．
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A.5 関数unm(t)

A.5.1 性質と直交性

文献 [2]∫ ∞

0

xλJµ(ax)Jν(bx)dx

=
2λaµΓ(α)

bλ+µ+1Γ(µ+ 1)Γ(ν − α+ 1)
× F (α, α− ν, µ+ 1;

a2

b2
), (b > a > 0, α =

1

2
(λ+ µ+ ν + 1))

において，

b = 1, a =
√
t, λ = −1

2
, µ = n, ν = n+ 2m+

1

2

と置く．このとき，α = n+m+ 1
2
であるから，∫ ∞

0

Jn(x
√
t)Jn+2m+ 1

2
(x)

√
x

dx =
tn/2Γ(n+m+ 1

2
)

√
2Γ(n+ 1)Γ(m+ 1)

× F (n+m+
1

2
,−m,n+ 1; t)

となる．したがって，

un
m(t) = t−n/2

∫ ∞

0

Jn(ξ
√
t)Jn+2m+ 1

2
(ξ)

√
ξ

dξ

=
Γ(n+m+ 1

2
)

√
2Γ(n+ 1)Γ(m+ 1)

× F (n+m+
1

2
,−m,n+ 1; t) (A.16)

となる．

また un
m(t)は Jacobiの多項式Gn(α, γ; t)を用いて表現することができる．また，Jacobiの

多項式はGaussの超幾何級数により，

Gn(α, γ; x) =
Γ(γ) x1−γ(1 − x)γ−α

Γ(γ + n)
× dn

dxn

[
xγ+n−1(1 − x)α+n−γ

]
= F (−n, α + n, γ;x)

= 1 +
n∑

r=1

(−1)rn!

(n− r)!r!
× Γ(α+ n+ r)Γ(r)

Γ(α+ n)Γ(γ + r)
xr (A.17)

と表現できる [3]．

ここで，n→ m, α → n+ 1
2
, γ → n+ 1と置き換えると，

Gm(n+
1

2
, n+ 1;x) =

Γ(n+ 1)x−n(1 − x)
1
2

Γ(n+m+ 1)
× dm

dxm

[
xn+m(1 − x)m− 1

2

]
= F (−m,n+m+

1

2
, n+ 1;x)

= F (n+m+
1

2
,−m,n+ 1;x)

=

√
2Γ(n+ 1)Γ(m+ 1)

Γ(n+m+ 1
2
)

× un
m(x)
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un
m(x) =

Γ(n+m+ 1
2
)x−n(1 − x)

1
2

√
2Γ(m+ 1)Γ(n+m+ 1)

× dm

dxm

[
xn+m(1 − x)m− 1

2

]
また，un

m(x)には次のような直交性がある．

Jacobiの多項式Gn(α, γ; x) は [0, 1]で直交完備な関数列であり，次の式で表される [4]：∫ 1

0

xγ−1(1 − x)α−γGn1(α, γ; x)Gn2(α, γ; x)dx

=


0, (n1 6= n2)

n1!Γ
2(γ)Γ(n1 + α− γ + 1)

(2n1 + α)Γ(n1 + α)Γ(n1 + γ)
, (n1 = n2)

なお，Jacobiの多項式

Gn(α, γ; x) = F (−n, α + n, γ;x)

において [3]，n→ m, α → n+ 1
2
, γ → n+ 1と置き換えると，

Gm(n+
1

2
, n+ 1;x) = F (−m,n+m+

1

2
, n+ 1;x)

= F (n+m+
1

2
,−m,n+ 1;x)

=

√
2Γ(n+ 1)Γ(m+ 1)

Γ(n+m+ 1
2
)

× un
m(x)

un
m(x) =

Γ(n+m+ 1
2
)x−n(1 − x)

1
2

√
2Γ(m+ 1)Γ(n+m+ 1)

× dm

dxm

[
xn+m(1 − x)m− 1

2

]
(A.18)

したがって，

xγ−1(1 − x)α−γGn1(α, γ; x)Gn2(α, γ; x)

→ xn(1 − x)−
1
2

√
2Γ(n+ 1)Γ(m1 + 1)

Γ(n+m1 + 1
2
)

un
m1

(x) ×
√

2Γ(n+ 1)Γ(m2 + 1)

Γ(n+m2 + 1
2
)

un
m2

(x)

=
2Γ2(n+ 1)Γ(m1 + 1)Γ(m2 + 1)

Γ(n+m1 + 1
2
)Γ(n+m2 + 1

2
)

× xn

√
1 − x

un
m1

(x)un
m2

(x)

n1!Γ
2(γ)Γ(n1 + α− γ + 1)

(2n1 + α)Γ(n1 + α)Γ(n1 + γ)

→
Γ(m1 + 1)Γ2(n+ 1)Γ(m1 + 1

2
)

(2m1 + n+ 1
2
)Γ(m1 + n+ 1

2
)Γ(m1 + n+ 1)

と書き換えられるので，un
m(t)の直交関係は，∫ 1

0

xn

√
1 − x

× un
m1

(x)un
m2

(x)dx

=


0, (m1 6= m2)

Γ(n+m1 + 1
2
)

2(2m1 + n+ 1
2
)Γ(m1 + 1)Γ(m1 + n+ 1)

, (m1 = m2)
(A.19)

と表される．
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A.5.2 un
m(t)による展開

f(x) =
∞∑

m=0

Amx
n/2un

m(x) (A.20)

の両辺に
xn/2

√
1 − x

un
` (x)を掛け，0 < x < 1で積分する．このとき，un

m(t)の直交性 (A.19)を

利用する．∫ 1

0

xn/2

√
1 − x

un
` (x)f(x) dx =

Γ(n+ `+ 1
2
)A`

(4`+ 2n+ 1)Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

A` =
(4`+ 2n+ 1)Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

Γ(n+ `+ 1
2
)

∫ 1

0

xn/2

√
1 − x

un
` (x)f(x) dx (A.21)

A.5.3 Bessel関数の展開

式 (A.21)を使って，Bessel関数を展開する．式 (A.20)にBessel関数を代入した，

I =

∫ 1

0

tn/2

√
1 − t

un
` (t)Jn(γ

√
t) dt

に対して，Bessel関数の級数展開 [5]

Jn(γ
√
t) =

∞∑
k=0

(−1)k
(

γ
√

t
2

)n+2k

Γ(k + 1)Γ(k + n+ 1)

と，式 (A.18)を代入すると，

I =
Γ(n+ `+ 1

2
)

√
2Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

∞∑
k=0

(−1)k
(

γ
2

)n+2k

Γ(k + 1)Γ(k + n+ 1)

∫ 1

0

tk × d`

dt`

[
tn+`(1 − t)`− 1

2

]
dt

となる．ここで，

Ik,ν =

∫ 1

0

tk × dν

dtν

[
tn+`(1 − t)`− 1

2

]
dt

と置き，部分積分を繰り返す：

Ik,` =

[
tk × d`−1

dt`−1

{
tn+`(1 − t)`− 1

2

}]1

0

− kIk−1,`−1

= −kIk−1,`−1

= k(k − 1)Ik−2,`−2

= · · ·

より，
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• k < `の場合

Ik,` = (−1)kk!I0,`−k

= (−1)kk!

∫ 1

0

d`−k

dt`−k

{
tn+`(1 − t)`− 1

2

}
dt

= (−1)kk!

[
d`−k−1

dt`−k−1

{
tn+`(1 − t)`− 1

2

}]1

0

= 0

• k ≥ `の場合

Ik,` = (−1)`k(k − 1)(k − 1) · · · (k − `+ 1)Ik−`,0

=
(−1)`Γ(k + 1)

Γ(k − `+ 1)

∫ 1

0

tk−` × tn+`(1 − t)`− 1
2 dt

=
(−1)`Γ(k + 1)

Γ(k − `+ 1)

∫ 1

0

tk+n(1 − t)`− 1
2 dt

=
(−1)`Γ(k + 1)

Γ(k − `+ 1)
B(k + n+ 1, `+

1

2
), [文献 [6]]

=
(−1)`Γ(k + 1)Γ(n+ k + 1)Γ(`+ 1

2
)

Γ(k − `+ 1)Γ(k + n+ `+ 3
2
)

したがって，

I =
Γ(n+ `+ 1

2
)

√
2Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

×
∞∑

k=`

(−1)k
(

γ
2

)n+2k

Γ(k + 1)Γ(k + n+ 1)
×

(−1)`Γ(k + 1)Γ(n+ k + 1)Γ(`+ 1
2
)

Γ(k − `+ 1)Γ(k + n+ `+ 3
2
)

=
Γ(`+ 1

2
)Γ(n+ `+ 1

2
)

√
2Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

∞∑
k=0

(−1)k
(

γ
2

)n+2`+2k

Γ(k + 1)Γ(k + n+ 2`+ 3
2
)

(A.22)

を得る．

以上より，Bessel関数は式 (A.21)と式 (A.22)より

Jn(γ
√
t) =

∞∑
m=0

Amt
n/2un

m(t) (A.23)

Am =
(4m+ 2n+ 1)Γ(m+ 1)Γ(n+m+ 1)

Γ(n+m+ 1
2
)

∫ 1

0

tn/2

√
1 − x

un
m(t)Jn(γ

√
t) dt

=
(4m+ 2n+ 1)Γ(m+ 1)Γ(n+m+ 1)

Γ(n+m+ 1
2
)

×
Γ(m+ 1

2
)Γ(n+m+ 1

2
)

√
2Γ(m+ 1)Γ(n+m+ 1)

∞∑
k=0

(−1)k
(

γ
2

)n+2m+2k

Γ(k + 1)Γ(k + n+ 2m+ 3
2
)

=
1√
2
(4m+ 2n+ 1)Γ(m+

1

2
)

∞∑
k=0

(−1)k
(

γ
2

)n+2m+2k

Γ(k + 1)Γ(k + n+ 2m+ 3
2
)

(A.24)
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と展開でき，式 (A.24)を式 (A.23)に代入すると，

Jn(γ
√
t) =

∞∑
m=0

1√
2
(4m+ 2n+ 1)Γ(m+

1

2
)

∞∑
k=0

(−1)k
(

γ
2

)n+2m+2k

Γ(k + 1)Γ(k + n+ 2m+ 3
2
)
tn/2un

m(t)

(A.25)

を得る．

したがって，式 (A.24)は，∫ 1

0

tn/2Jn(ξ
√
t)√

1 − t
× un

` (t)dt =
Γ(`+ 1

2
)Γ(n+ `+ 1

2
)

√
2Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

∞∑
ν=0

(−1)ν
(

ξ
2

)n+2`+2ν

Γ(ν + 1)Γ(ν + n+ 2`+ 3
2
)

(A.26)

と級数に展開できる．

A.6 円筒座標系

x = r cosϕ

y = r sinϕ

より，ベクトルAの極座標表示は，

Ar = Ax cosϕ+ Ay sinϕ (A.27)

Aϕ = −Ax sinϕ+ Ay cosϕ (A.28)

である．ここで，Ax, Ayをフーリエ級数で展開する．

Ax =
∞∑

n=0

εn

{
Ax

(e)
n cosnϕ+ Ax

(o)
n sinnϕ

}
(A.29)

Ay =
∞∑

n=0

εn

{
Ay

(e)
n cosnϕ+ Ay

(o)
n sinnϕ

}
(A.30)
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するとAr, Aϕは，

Ar =
∞∑

n=0

εn

[
cosϕ

{
Ax

(e)
n cosnϕ+ Ax

(o)
n sinnϕ

}
+ sinϕ

{
Ay

(e)
n cosnϕ+ Ay

(o)
n sinnϕ

}]
=

1

2

∞∑
n=0

εn

[
Ax

(e)
n {cos(n− 1)ϕ+ cos(n+ 1)ϕ} + Ax

(o)
n {sin(n− 1)ϕ+ sin(n+ 1)ϕ}

−Ay
(e)
n {sin(n− 1)ϕ− sin(n+ 1)ϕ} + Ay

(o)
n {cos(n− 1)ϕ− cos(n+ 1)ϕ}

]
= Ax

(e)
0 cosϕ+ Ax

(e)
1 {1 + cos 2ϕ} + · · · + Ax

(e)
n {cos(n− 1)ϕ+ cos(n+ 1)ϕ} + · · ·

+Ax
(o)
1 sin 2ϕ+ Ax

(o)
2 {sinϕ+ sin 3ϕ} + · · ·

+Ay
(e)
0 sinϕ+ Ay

(e)
1 sin 2ϕ− Ay

(e)
2 {sinϕ− sin 3ϕ} + · · ·

+Ay
(o)
1 {1 − cos 2ϕ} + Ay

(o)
2 {cosϕ− cos 3ϕ} + · · ·

= Ax
(e)
1 + Ay

(o)
1 + (Ax

(e)
0 + Ax

(e)
2 + Ay

(o)
2 ) cosϕ+ (Ax

(e)
1 + Ax

(e)
3 − Ay

(o)
1 + Ay

(o)
3 ) cos 2ϕ+ · · ·

+(Ax
(o)
2 + Ay

(e)
0 − Ay

(e)
2 ) sinϕ+ (Ax

(o)
1 + Ax

(o)
3 + Ay

(e)
1 − Ay

(e)
3 ) sin 2ϕ+ · · ·

=
∞∑

n=0

εn

[{
Ax

(e)
n−1 + Ax

(e)
n+1 − Ay

(o)
n−1 + Ay

(o)
n+1

}
cosnϕ

+
{
Ax

(o)
n−1 + Ax

(o)
n+1 + Ay

(e)
n−1 − Ay

(e)
n+1

}
sinnϕ

]
(A.31)

と，書くことができる．ただし，

Ax
(o)
0 = Ay

(o)
0 = 0, Ax

(e)
−1 = Ax

(e)
1 , Ay

(o)
−1 = −Ay

(o)
1

とする．
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同様に，Aϕは，

Aϕ =
∞∑

n=0

εn

[
− sinϕ

{
Ax

(e)
n cosnϕ+ Ax

(o)
n sinnϕ

}
+ cosϕ

{
Ay

(e)
n cosnϕ+ Ay

(o)
n sinnϕ

}]
=

1

2

∞∑
n=0

εn

[
Ax

(e)
n {sin(n− 1)ϕ− sin(n+ 1)ϕ} − Ax

(o)
n {cos(n− 1)ϕ− cos(n+ 1)ϕ}

+Ay
(e)
n {cos(n− 1)ϕ+ cos(n+ 1)ϕ} + Ay

(o)
n {sin(n− 1)ϕ+ sin(n+ 1)ϕ}

]
= −Ax

(e)
0 sinϕ− Ax

(e)
1 sin 2ϕ+ Ax

(e)
2 {sinϕ− sin 3ϕ} + Ax

(e)
3 {sin 2ϕ− sin 4ϕ} + · · ·

−Ax
(o)
1 {1 − cos 2ϕ} − Ax

(o)
2 {cosϕ− cos 3ϕ} − Ax

(o)
3 {cos 2ϕ− cos 4ϕ} + · · ·

+Ay
(e)
0 cosϕ+ Ay

(e)
1 {1 + cos 2ϕ} + Ay

(e)
2 {cosϕ+ cos 3ϕ} + · · ·

+Ay
(o)
1 sin 2ϕ+ Ay

(o)
2 {sinϕ+ sin 3ϕ} + Ay

(o)
3 {sin 2ϕ+ sin 4ϕ} + · · ·

= −Ax
(o)
1 + Ay

(e)
1 + {−Ax

(o)
2 + Ay

(e)
0 + Ay

(e)
2 } cosϕ

+{Ax
(o)
1 − Ax

(o)
3 + Ay

(e)
1 + Ay

(e)
3 } cos 2ϕ+ · · ·

+{−Ax
(e)
0 + Ax

(e)
2 + Ax

(o)
2 } sinϕ+ {−Ax

(e)
1 + Ax

(e)
3 + Ay

(o)
1 + Ay

(o)
3 } sin 2ϕ

+{−Ax
(e)
2 + Ax

(e)
4 + Ay

(o)
2 + Ay

(o)
4 } sin 3ϕ+ · · ·

=
∞∑

n=0

εn

[
{Ax

(o)
n−1 − Ax

(o)
n+1 + Ay

(e)
n−1 + Ay

(e)
n+1} cosnϕ

+{−Ax
(e)
n−1 + Ax

(e)
n+1 + Ay

(o)
n−1 + Ay

(o)
n+1} sinnϕ

]
(A.32)

と，書くことができる．ただし，

Ax
(o)
−1 = −Ax

(o)
1 , Ay

(e)
−1 = Ay

(e)
1 , Ax

(o)
0 = Ay

(o)
0 = 0

したがって上記をまとめると，次のようになる．

Ar =
∞∑

n=0

εn

[
Ar

(e)
n cosnϕ+ Ar

(o)
n sinnϕ

]
(A.33)

Aϕ =
∞∑

n=0

εn

[
Aϕ

(e)
n cosnϕ+ Aϕ

(o)
n sinnϕ

]
(A.34)

Ar
(e)
n = Ax

(e)
n−1 + Ax

(e)
n+1 − Ay

(o)
n−1 + Ay

(o)
n+1

Ar
(o)
n = Ax

(o)
n−1 + Ax

(o)
n+1 + Ay

(e)
n−1 − Ay

(e)
n+1

Aϕ
(e)
n = Ax

(o)
n−1 − Ax

(o)
n+1 + Ay

(e)
n−1 + Ay

(e)
n+1

Aϕ
(o)
n = −Ax

(e)
n−1 + Ax

(e)
n+1 + Ay

(o)
n−1 + Ay

(o)
n+1

ただし，

Ax
(o)
0 = Ay

(o)
0 = 0, Ax,y

(e)
−1 = Ax,y

(e)
1 , Ax,y

(o)
−1 = −Ax,y

(o)
1 .
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A.7 連立1次方程式の係数

式 (A.26)より，

I ＝
∫ 1

0

tn/2Jn(ξ
√
t)√

1 − t
× un

` (t)dt

=
Γ(`+ 1

2
)Γ(n+ `+ 1

2
)

√
2Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

∞∑
ν=0

(−1)ν
(

ξ
2

)n+2`+2ν

Γ(ν + 1)Γ(ν + n+ 2`+ 3
2
)

(A.35)

である．ここで，Γ(n+ ν + 1)は gamma関数を表す．これを利用し，連立 1次方程式の係数

Gn
`,mは，式 (2.53)より，

Gn
`,m =

Γ(n+ `+ 1)Γ(`+ 1)

Γ(n+ `+ 1
2
)Γ(`+ 1

2
)

∫ ∞

0

√
ξJn+2m+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − γ2

{∫ 1

0

tn/2Jn(ξ
√
t)√

1 − t
× un

` (t)dt

}
dξ

=

∫ ∞

0

√
ξJn+2m+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − γ2

×

{
Γ(`+ 1

2
)Γ(n+ `+ 1

2
)

√
2Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

∞∑
ν=0

(−1)ν
(

ξ
2

)n+2`+2ν

Γ(ν + 1)Γ(ν + n+ 2`+ 3
2
)

}
dξ

=
Γ(n+ `+ 1

2
)Γ(`+ 1

2
)

√
2Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

∫ ∞

0

√
ξJn+2m+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − γ2

∞∑
ν=0

(−1)ν
(

ξ
2

)n+2`+2ν

Γ(ν + 1)Γ(ν + n+ 2`+ 3
2
)
dξ

=
Γ(n+ `+ 1

2
)Γ(`+ 1

2
)

Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

∫ ∞

0

Jn+2m+ 1
2
(ξ)√

ξ2 − γ2

∞∑
ν=0

(−1)ν
(

ξ
2

)n+2`+ 1
2
+2ν

Γ(ν + 1)Γ(ν + n+ 2`+ 1
2

+ 1)
dξ

=
Γ(n+ `+ 1

2
)Γ(`+ 1

2
)

Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

∫ ∞

0

Jn+2m+ 1
2
(ξ)Jn+2`+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − γ2
dξ

が得られる．ただし，途中にBessel関数の級数展開式 [5]，

Jν(z) =
(z

2

)ν
∞∑

n=0

(−1)n z
2
2n

n!Γ(ν + n+ 1)

を利用している．

次に，Gn
`,mを実数部と虚数部に分ける：√

ξ2 − γ2 = j
√
γ2 − ξ2 (A.36)

とすると，

Gn
`,m = {g1(n+m+ `,m− `) − jg2(n+m+ `,m− `)} (A.37)

となる．ここで，

g1(p, q) =

∫ ∞

γ

Jp+q+ 1
2
(ξ)Jp−q+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − γ2
dξ

g2(p, q) =

∫ γ

0

Jp+q+ 1
2
(ξ)Jp−q+ 1

2
(ξ)√

γ2 − ξ2
dξ
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である．

Bessel関数の積の積分表示 [7]

Jp+q+ 1
2
(ξ)Jp−q+ 1

2
(ξ) =

2

π

∫ π/2

0

J2p+1(2ξ cos θ) cos(2qθ)dθ

を利用すれば，

g1(p, q) =
2

π

∫ ∞

γ

∫ π/2

0

J2p+1(2ξ cos θ) cos(2qθ)√
ξ2 − γ2

dθ dξ

g2(p, q) =
2

π

∫ γ

0

∫ π/2

0

J2p+1(2ξ cos θ) cos(2qθ)√
γ2 − ξ2

dθ dξ

となる．

• g2(p, q) : Bessel関数を級数展開すれば [8]，

g2(p, q) =
2

π

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(2p+ k + 2)

∫ π/2

0

cos(2qθ)

∫ γ

0

(ξ cos θ)2p+2k+1√
γ2 − ξ2

dξ dθ

∫ γ

0

ξ2p+2k+1√
γ2 − ξ2

dξ = γ2p+2k+1

∫ 1

0

(1 − s2)p+kds, (s =
1

γ

√
γ2 − ξ2)

= γ2p+2k+1 × 22(p+k)Γ2(p+ k + 1)

Γ(2p+ 2k + 2)
, [文献 [9]]

∫ π/2

0

cos(2qθ) cos2p+2k+1 θdθ

=
πΓ(2p+ 2k + 2)

22p+2k+2Γ(p+ k + q + 3
2
)Γ(p+ k − q + 3

2
)
, [文献 [10]]

以上より，

g2(p, q) =
1

2

∞∑
k=0

Γ2(p+ k + 1)(−1)kγ2p+2k+1

k!Γ(2p+ k + 2)Γ(p+ k + q + 3
2
)Γ(p+ k − q + 3

2
)

NomuraとKatsura[11]では

Γ(2p+ 2k + 2) =
22p+2k+1

√
π

Γ(p+ k + 1)Γ(p+ k +
3

2
)

を変形した，

Γ(p+ k + 1) =

√
π

22p+2k+1

Γ(2p+ 2k + 2)

Γ(p+ k + 3
2
)
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を用いて，分子の Γ(p+ k + 1)の 1つを置き換えて得られる

g2(p, q) =

√
π

2

∞∑
k=0

(−1)k

k!

Γ(p+ k + 1)Γ(2p+ 2k + 2)
(

γ
2

)2p+2k+1

Γ(2p+ k + 2)Γ(p+ k + q + 3
2
)Γ(p+ k − q + 3

2
)Γ(p+ k + 3

2
)

(A.38)

を採用している．

• g1(p, q) : 積分区間が [γ,∞]であるから，g2の場合のように級数展開を利用することは

できない．そこで，積分表示

Jν(x) =
1

2πj

(x
2

)ν
∫

C

Γ(−t)
Γ(ν + t+ 1)

(x
2

)2t

dt

を利用する．ここで，積分路 Cを無限遠で右半平面に閉じ Γ(−t)の特異点である t =

0, 1, 2, 3, · · · での 1位の極の留数の和に変形すれば通常のBessel関数の級数展開となる．

ここでの積分路上ではRe(t) ≤ 0であるので，ξと tについての積分を交換して，先に

ξについて積分することが可能となる．

g1(p, q) =
1

π2j

∫ ∞

γ

∫ π/2

0

∫
C

Γ(−t)
Γ(2p+ t+ 2)

(ξ cos θ)2p+2t+1 cos(2pθ)√
ξ2 − γ2

dt dθ dξ

の ξについての積分を先に実行する：∫ ∞

γ

ξ2p+2t+1√
ξ2 − γ2

dξ = γ2p+2t+1

∫ ∞

0

(1 + s2)p+t ds, (s =
√
ξ2 − γ2/γ)

であるから，2{p + Re(t)} < −1となるよう積分路Cを変更すれば，γ < ξ < ∞での
積分が存在して，∫ ∞

γ

ξ2p+2t+1√
ξ2 − γ2

dξ =

√
πΓ(−p− t− 1

2
)

2Γ(−p− t)
× γ2p+2t+1

を得る [12]．

次に，θについての積分∫ π/2

0

cos(2pθ) cos2p+2t+1 θ dθ

は 2p+ 2Re(t) + 1 > −1の場合に，∫ π/2

0

cos(2pθ) cos2p+2t+1 θ dθ =
πΠ(2p+ 2t+ 2)

22p+2t+2Γ(p+ t+ q + 3
2
)Γ(p+ t− q + 3

2
)

となる．
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以上より，−p− 1 < Re(t) < −p− 1
2
の場合に，

g1(p, q) =
1

π2j

∫
C1

Γ(−t)
Γ(2p+ t+ 2)

×
√
πΓ(−p− t− 1

2
)

2Γ(−p− t)
× γ2p+2t+1

× πΓ(2p+ 2t+ 2)

22p+2t+2Γ(p+ t+ q + 3
2
)Γ(p+ t− q + 3

2
)
dt

=
1

4
√
πj

∫
C1

Γ(−t)Γ(−p− t− 1
2
)

Γ(−p− t)

×
Γ(2p+ 2t+ 2)

(
γ
2

)2p+2t+1

Γ(2p+ t+ 2)Γ(p+ t+ q + 3
2
)Γ(p+ t− q + 3

2
)
dt

被積分関数はRe(t) → +∞で指数関数的に 0に減少するので (O(e−2t))，複素平面内で

積分路C1を右側に閉じることができる．このときの特異点はΓ(−t)およびΓ(−p−t− 1
2
)

に起因する 1位の極である．Γ(−t)は t = 0, 1, 2, 3, · · · に 1位の極を持ち，Γ(−p− t− 1
2
)

は t = −p− 1
2
,−p+ 1

2
,−p+ 3

2
, · · · に 1位の極を持つ．ところが，t = 0, 1, 2, 3, · · · の極

は被積分関数の分母にあるΓ(−p− t)の極と互いに打ち消しあう．したがって，上式の

積分は

t = −p+ k − 1

2
, (k = 0, 1, 2, 3, · · · )

での留数の和で表される．Γ(−p− t− 1
2
)の t = −p+ k − 1

2
での留数は，

Res [Γ(−k)] =
(−1)k

k!
, (k = 0, 1, 2, · · · )

であるから，

g1(p, q) =

√
π

2

∞∑
k=0

(−1)kΓ(p− k + 1
2
)

k! Γ(1
2
− k)

×
Γ(2k + 1)

(
γ
2

)2k

Γ(p+ k + 3
2
)Γ(k + q + 1)Γ(k − q + 1)

=

√
π

2

∞∑
k=0

(−1)k

k!

Γ(p− k + 1
2
)Γ(2k + 1)

(
γ
2

)2k

Γ(1
2
− k)Γ(p+ k + 3

2
)Γ(k + q + 1)Γ(k − q + 1)

k = 0, 1, 2, q − 1の場合 1/Γ(k − q + 1) = 0であるから，最終的に g1(p, q)は，

g1(p, q) =

√
π

2

∞∑
k=q

(−1)k

k!

Γ(p− k + 1
2
)Γ(2k + 1)

(
γ
2

)2k

Γ(1
2
− k)Γ(p+ k + 3

2
)Γ(k + q + 1)Γ(k − q + 1)

(A.39)

となる．

同様にして，fn
` は式 (A.26)より

fn
` =

Γ(`+ 1
2
)Γ(n+ `+ 1

2
)

√
2Γ(`+ 1)Γ(n+ `+ 1)

∞∑
ν=0

(−1)ν
(

γ
2

)n+2`+2ν

Γ(ν + 1)Γ(ν + n+ 2`+ 3
2
)

(A.40)

と得ることができる．
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A.8 平面波の円筒波による展開

Bessel関数の母関数表示 [13]

exp

[
z

2

(
t− 1

t

)]
=

+∞∑
n=−∞

Jn(z)tn

において,t = jejϕと置くと,

t− 1

t
= jejϕ + je−jϕ = 2j cosϕ

であるから,

exp [jz cosϕ] =
+∞∑

n=−∞

jnJn(z)ejnϕ

= J0(z) +
∞∑

n=1

{
jnJn(z)ejnϕ + j−nJ−n(z)e−jnϕ

}
= J0(z) +

∞∑
n=1

{
jnJn(z)ejnϕ + j−n(−1)nJn(z)e−jnϕ

}
= J0(z) +

∞∑
n=1

jnJz(z)
{
ejnϕ + e−jnϕ

}
= J0(z) + 2

∞∑
n=1

jnJz(z) cosnϕ

ここで, J−n(z) = (−1)nJn(z)[14]を利用している．結果として，

eja cos ϕ =
∞∑

n=0

εnj
nJn(a) cosnϕ (A.41)

と表すことができる．ただし,

εn =

{
1 (n = 0)

2 (n 6= 0)

である．

A.9 関数Snm(r, z)の導関数

式 (2.21)より，

∂

∂z
Sn

m(r,±0) = ∓1

a

∫ ∞

0

√
ξJn(rξ/a)Jn+2m+ 1

2
(ξ) dξ
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A.9 関数 Sn
m(r, z)の導関数

である．また，文献 [15]において，λ = 1
2
, µ = n, ν = n+ 2m+ 1

2
, b = 1, a→ r/a =

√
t, α =

m+ n+ 1, β = m+ 1と置くと，

∂

∂z
Sn

m(r,±0) = ∓1

a

√
2tn/2Γ(m+ n+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(m+ 1
2
)
F (m+ n+ 1,−m+

1

2
, n+ 1; t)

となる．さらに，文献 [16]

F (α, β, γ; z) = (1 − z)γ−α−βF (γ − α, γ − β, γ; z)

において，

α = m+ n+ 1, β =
1

2
−m, γ = n+ 1, z = t

と置くと，

∂

∂z
Sn

m(r,±0) = ∓1

a

√
2tn/2Γ(m+ n+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(m+ 1
2
)

× (1 − t)−
1
2F (−m,n+m+

1

2
, n+ 1; t)

(A.42)

となる．この中の超幾何級数を級数展開すると [17]，

F (−m,n+m+
1

2
, n+ 1; t)

= Γ(m+ 1)Γ(
1

2
− n−m)Γ(n+ 1) ×

∞∑
ν=0

tν

ν! Γ(m− ν + 1)Γ(1
2
− n−m− ν)Γ(n+ ν + 1)

= Γ(m+ 1)Γ(
1

2
− n−m)Γ(n+ 1) ×

m∑
ν=0

tν

ν! Γ(m− ν + 1)Γ(1
2
− n−m− ν)Γ(n+ ν + 1)

=
Γ(m+ 1)Γ(n+ 1)

Γ(1
2

+ n+m)
×

m∑
ν=0

(−1)νΓ(1
2

+ n+m+ ν) tν

ν! Γ(m− ν + 1)Γ(n+ ν + 1)

= 1 −
m(n+m+ 1

2
)

1 · (n+ 1)
× t

+
m(m− 1)(n+m+ 1

2
)(n+m+ 3

2
)

2! (n+ 1)(n+ 2)
× t2

+ · · · +
(−1)mΓ(n+ 2m+ 1

2
)Γ(n+ 1)

m! Γ(n+m+ 1
2
)Γ(n+m+ 1)

× tm

次に，式 (A.42)の r = a近傍での振舞を調べる．文献 [17]

F (α, β, γ; 1) =
Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(γ − α)Γ(γ − β)
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より，式 (A.42)のエッジ t = 1付近での値は，

∂

∂z
Sn

m(r, 0) = ∓1

a

√
2Γ(m+ n+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(m+ 1
2
)
×

(1 − t)−
1
2 Γ(n+ 1)Γ(1

2
)

Γ(n+m+ 1)Γ(1
2
−m)

= ∓1

a

√
2π

Γ(1
2

+m)Γ(1
2
−m)

(1 − t)−
1
2

= ∓1

a

√
2

π
(−1)m(1 − t)−

1
2

= ∓(−1)m

√
πa

δ−
1
2 , (δ → 0) (A.43)

である．ただし，

δ = a− r

である．

A.10 関数Snm(r, z)の漸近展開

z = R cos θ

r = R sin θ

R =
√
r2 + z2

が非常に大きい場合 (遠方)について，Sn
mを近似する．(R � 1)

Jn(rξ/a) =
1

2

{
H(1)

n (rξ/a) +H(2)
n (rξ/a)

}
[文献 [14]]を用い，積分を 2つに分ける．ここで，H(1,2)

n (z)は n次の第 1種，および第 2種

のHankel関数を表す．

Sn
m(r, z) =

1

2

∫ ∞

0

√
ξJn+2m+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − γ2
H(1)

n (rξ/a)e−|z|/a
√

ξ2−γ2
dξ

+
1

2

∫ ∞

0

√
ξJn+2m+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − γ2
H(2)

n (rξ/a)e−|z|/a
√

ξ2−γ2
dξ

第 1項を ξ = eπju = −uと変数変換する．このとき，√
ξJn+2m+ 1

2
(ξ) = (−1)n+2m+1

√
uJn+2m+ 1

2
(u)√

ξ2 − γ2 =
√
u2 − γ2

H(1)
n (ξ) = −(−1)nH(2)

n (u)
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であるから，∫ ∞

0

√
ξJn+2m+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − γ2
H(1)

n (rξ/a)e−|z|/a
√

ξ2−γ2
dξ

=

∫ 0

−∞

√
uJn+2m+ 1

2
(u)√

u2 − γ2
H(2)

n (ru/a)e−|z|/a
√

u2−γ2
du

と変形できる．したがって，Sn
m(r, z)は，

Sn
m(r, z) =

1

2

∫ ∞

−∞

√
ξJn+2m+ 1

2
(ξ)√

ξ2 − γ2
H(2)

n (rξ/a)e−|z|/a
√

ξ2−γ2
dξ

と変形できる．ただし，
√
ξ2 − γ2により生じる分岐点 ξ = ±γ，および，H(2)

n (rξ/a)に起因

する分岐点 ξ = 0を図のように回避する．

o

Im

Re

γ

-γ

C
C
2

SDP

図 A.1: 積分路

R � 1の場合，Hankel関数の漸近展開

H(2)
n (z) '

√
2

πz
e−j(z−nπ

2
−π

4
), (z � 1)

を利用すると，

Sn
m(R sin θ,R cos θ) ' jn

√
aj

2πR sin θ

∫ ∞

−∞

Jn+2m+ 1
2
(ξ)√

ξ2 − γ2

× exp

[
−jR

a

{
ξ sin θ − j| cos θ|

√
ξ2 − γ2

}]
dξ

ここで，積分路を最急降下路C2に変更し，積分を停留点近傍で近似する．

g(ξ) = ξ sin θ − j
√
ξ2 − γ2| cos θ|
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と置き，g′(ξ) = 0より停留点を求める：

g′(ξ) = sin θ − j
ξ| cos θ|√
ξ2 − γ2

= 0

であるから，停留点は

ξ = γ sin θ

であり，

g(γ sin θ) = γ (A.44)

g′′(γ sin θ) = j
γ2| cos θ|

(
√
ξ2 − γ2)3

∣∣∣∣∣
ξ=γ sin θ

= − 1

γ cos2 θ
(A.45)

である．したがって，停留値法により，式 (A.44)，(A.45)を利用して，積分をRについて漸

近展開することにより，Sn
mは，

Sn
m(R sin θ,R cos θ) ' jn

√
aj

2πR sin θ

Jn+2m+ 1
2
(γ sin θ)

jγ| cos θ|
×
√

2πjaγ cos2 θ

R
e−j R

a
γ

= jn

√
2

π
ajn+2m(γ sin θ)

e−jkR

R
, (kR � 1) (A.46)

と近似できる．この変形には γ = kaを利用している．また，jn(z)は球Bessel関数

jn(z) =

√
π

2z
Jn+ 1

2
(z)

を表わす．

A.11 ヘルツベクトルを用いた極座標系の電磁界

まず，回転の極座標表現を用い，さらに kR � 1であることを利用すると，(∇× Π)θは，

(∇× Π)θ =
1

R

(
1

sin θ

∂ΠR

∂ϕ
− ∂

∂R
(RΠϕ)

)
' − 1

R

∂

∂R
(RΠϕ) (A.47)

となる．また，式 (A.47)内のΠϕは式 (2.124)，(2.125)を使って

Πϕ = − sinϕΠx + cosϕΠy

' − sinϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {An

m cosnϕ+Bn
m sinnϕ} e

−jkR

R

+ cosϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {Cn

m cosnϕ+Dn
m sinnϕ} e

−jkR

R
(A.48)
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と表現できる．すると， ∂
∂R

(RΠϕ)は，

∂

∂R
(RΠϕ) = ∂

{
− sinϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {An

m cosnϕ+Bn
m sinnϕ} e−jkR

+ cosϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {Cn

m cosnϕ+Dn
m sinnϕ} e−jkR

}
/∂R

= −jk

{
− sinϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {An

m cosnϕ+Bn
m sinnϕ} e−jkR

+ cosϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {Cn

m cosnϕ+Dn
m sinnϕ} e−jkR

}
(A.49)

となる．したがって，− 1
R

∂
∂R

(RΠϕ)は，

1

R

∂

∂R
(RΠϕ) = −jk

{
− sinϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {An

m cosnϕ+Bn
m sinnϕ} e

−jkR

R

+ cosϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {Cn

m cosnϕ+Dn
m sinnϕ} e

−jkR

R

}
= jkΠϕ (A.50)

となる．結果として，式 (2.7)より，円筒座標系の磁界Hθは，

Hθ = j
k

η
jkΠϕ = −k

2

η
Πϕ (A.51)

となる．

同様にして，(∇× Π)ϕは

(∇× Π)ϕ =
1

R

(
∂

∂R
(RΠθ) −

∂ΠR

∂θ

)
' − 1

R

∂

∂R
(RΠθ) (A.52)

と書くことができる．また，

Πθ = cos θΠR

であるから，
1

R

∂

∂R
(RΠθ) =

1

R

∂

∂R
(R cos θΠθ) (A.53)

である．さらに，ΠRは式 (2.124)，(2.125)を使って

ΠR = cosϕΠx + sinϕΠy

' cosϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {An

m cosnϕ+Bn
m sinnϕ} e

−jkR

R

+ sinϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {Cn

m cosnϕ+Dn
m sinnϕ} e

−jkR

R
(A.54)
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と表現できる．すると， ∂
∂R

(R cos θΠR)は，

∂

∂R
(R cos θΠR) = cos θ

[
∂

{
cosϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ)

×{An
m cosnϕ+Bn

m sinnϕ} e−jkR

+ sinϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ)

×{Cn
m cosnϕ+Dn

m sinnϕ} e−jkR
}
/∂R

]
= cos θ

[
−jk

{
cosϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ)

×{An
m cosnϕ+Bn

m sinnϕ} e−jkR

+ cosϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ)

×{Cn
m cosnϕ+Dn

m sinnϕ} e−jkR
}]
(A.55)

となる．したがって，− 1
R

∂
∂R

(R cos θΠRは，

1

R

∂

∂R
(RΠϕ) = −jk

{
cosϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {An

m cosnϕ+Bn
m sinnϕ} e

−jkR

R

+ sinϕ

√
2

π
a

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnj
njn+2m(γ sin θ) {Cn

m cosnϕ+Dn
m sinnϕ} e

−jkR

R

}
= −jk cos θΠR

= −jkΠθ (A.56)

となる．結果として，式 (2.7)より，円筒座標系の磁界Hϕは，

Hϕ = −j k
η
jkΠθ =

k2

η
Πθ (A.57)

となる．

A.12 水平微小ダイポール波源における入射界の展開

まず式 (3.13)の e−jkR/Rを展開する．Bessel関数の積分

e−j
√

r2+h2

√
r2 + h2

=

∫ ∞

0

e−a
√

x2+y2√
x2 + y2

xJ0(bx) dx, (A.58)

に対して

y → jka = jγ, a→ h

a
, b→ r

a
, x→ ξ

a
,
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と置き，

e−jk
√

r2+h2

√
r2 + h2

=
1

a

∫ ∞

0

ξe−(h/a)
√

ξ2−γ2√
ξ2 − γ2

J0(ξr/a) dξ (A.59)

となる．ただし，媒質の損失を考慮して，
√
ξ2 − γ2 = j

√
γ2 − ξ2とする．ここで，さらに

これを円筒座標系で表現するため，

r →
√

(x− x0)2 + (y − y0)2

=
√
r2 − 2rr0 cos(ϕ− ϕ0) + r2

0, (A.60)

と置き換えると (r0 =
√
x2

0 + y2
0，ϕ0 = tan−1 x0

y0
)，式 (A.59)は，

e−jk
√

r2−2rr0 cos(ϕ−ϕ0)+r2
0+z2

0√
r2 − 2rr0 cos(ϕ− ϕ0) + r2

0 + z2
0

=
1

a

∫ ∞

0

ξe−(z0/a)
√

ξ2−γ2√
ξ2 − γ2

J0

(
ξ

a

√
r2 − 2rr0 cos(ϕ− ϕ0) + r2

0

)
dξ, (A.61)

となる．この式の J0は，

J0

(
ξ

a

√
r2 − 2rr0 cos(ϕ− ϕ0) + r2

0

)
= J0(ξr/a)J0(ξr0/a) + 2

∞∑
n=1

Jn(ξr/a)Jn(ξr0/a) cosn(ϕ− ϕ0)

=
∞∑

n=0

εnJn(ξr/a)Jn(ξr0/a) cosn(ϕ− ϕ0) (A.62)

と展開できることから [18]，結果として e−jkR/Rは，

e−jkR

R
=

e−jk
√

r2−2rr0 cos(ϕ−ϕ0)+r2
0+z2

0√
r2 − 2rr0 cos(ϕ− ϕ0) + r2

0 + z2
0

=
1

a

∞∑
n=0

εn cosn(ϕ− ϕ0)

∫ ∞

0

ξe−(z0/a)
√

ξ2−γ2√
ξ2 − γ2

Jn(ξr/a)Jn(ξr0/a) dξ

=
1

a

∞∑
n=0

εn cosn(ϕ− ϕ0)

∫ ∞

0

ξe−h
√

ξ2−γ2√
ξ2 − γ2

Jn(ξ
√
t)Jn(ξ

√
t0) dξ, (A.63)

となる．ここで，h, t0, tは

h =
z0

a
, t0 =

r2
0

a2
, t =

r2

a2
,

と整理して表現している．よってダイポールの入射界は，

Π(i) =
1

a
Π

(i)
0

∞∑
n=1

εn cosn(ϕ− ϕ0)

∫ ∞

0

ξe−h
√

ξ2−γ2√
ξ2 − γ2

Jn(ξ
√
t)Jn(ξ

√
t0) dξ, (A.64)

と表される．
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A.13 スカラ関数U(r, ϕ)の導出

U を式 (4.25)のフーリエ級数展開すると，式 (4.24)を円筒座標系での表現は，

∂2Un

∂r2
+

1

r

∂2Un

∂r
+ (k2 − n2

r2
)Un = −∂Π

(i)
z

∂z
+

{
C, (n = 0)

0, (n 6= 0)
(A.65)

となり，この式は非斉次の二階線形微分方程式であり，その解は，

Un(r) = AnJn(kr) +BnH
(2)
n (kr)

+
π

2
jk2

{
H(2)

n (kr)

∫
rJn(kr)gn(r)dr − Jn(kr)

∫
rH(2)

n (kr)gn(r)dr

}
(A.66)

と表される．ただし，

gn(r) = − 1

k2

∂Π
(i)
z

∂z
+

{
C/k2, (n = 0)

0, (n 6= 0)
(A.67)

である．また，不定積分の積分定数は第１項および第２項の定数An，Bnに含めることがで

きる．式 (A.67)に式 (4.19)を入れて解くと，

gn(r) =
Π0

a2

∫ ∞

0

ξe−h
√

ξ2−γ2
Jn(ξ

√
t)Jn(ξ

√
t0) dξ + Cδn,0 (A.68)

となる．ここで∫
rJn(kr)Jn

(
ξ

a
r

)
dr

=
γ

k(γ2 − ξ2)
kr

{
γJn+1(kr)Jn

(
ξ

γ
kr

)
− ξJn(kr)Jn+1

(
ξ

γ
kr

)}
(A.69)∫

rH(2)
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a
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=
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kr

{
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(2)
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(
ξ

γ
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n (kr)Jn+1

(
ξ

γ
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(A.70)∫

rJ0(kr)dr =
r

k
J1(kr) (A.71)∫

rH
(2)
0 (kr)dr =

r

k
H

(2)
1 (kr) (A.72)

より，

Un(r) = AnJn(kr) +BnH
(2)
n (kr)

+
π

2

jΠ0

a2
γ2kr

×
∫ ∞
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√
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√
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(A.73)
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である．したがって，

∂2Un

∂r2
+

1

r

∂2Un

∂r
+ (k2 − n2

r2
）Un = −Π0

a

∫ ∞

0

ξe−h
√

ξ2−γ2
Jn(ξ

√
t)Jn(ξ

√
t0)dξ (A.74)

Un(r) = AnJn(kr) + aΠ0

∫ ∞

0

ξ e−
z
a

√
ξ2−γ2

ξ2 − γ2
Jn(ξ

√
t) Jn(ξ

√
t0) dξ (A.75)

となる．

A.14 垂直微小ダイポールにおける端点条件による展開係数の

計算

垂直微小ダイポールに対する散乱界のヘルツベクトルは，

Π(s)
x =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnS
n
m(r, z)Px

n
m cosnϕ (A.76)

Π(s)
y =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

εnS
n
m(r, z)Py

n
m sinnϕ (A.77)

と表すことができる．また，磁界のヘルツベクトルによる表示

H = jωε∇× Π (A.78)

より，磁界の x，y成分は，

H(s)
x = −jωε∂Πy

∂z

= −jωε
∞∑

n=1

∞∑
m=0

εn
∂Sn

m(r, z)

∂z
Py

n
m sinnϕ (A.79)

H(s)
y = −jωε∂Πx

∂z

= −jωε
∞∑

n=0

∞∑
m=0

εn
∂Sn

m(r, z)

∂z
Px

n
m cosnϕ (A.80)

である．また，磁界の ϕ成分は，

Hϕ = −Hx sinϕ+Hy cosϕ

= jωε
∞∑

n=0

∞∑
m=0

εn
∂Sn

m(r, z)

∂z

{
Py

n
m sinnϕ sinϕ+ Px

n
m cosnϕ cosϕ

}
=

jωε

2

∞∑
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∞∑
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εn
∂Sn
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∂z
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n
m(cos(n+ 1)ϕ+ cos(n− 1)ϕ)

−Py
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}
=
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2
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εn
∂Sn
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(Px

n
m + Py

n
m) cos(n− 1)ϕ+ (Px

n
m − Py

n
m) cos(n+ 1)ϕ

}
(A.81)
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と表すことができる．ただし，Py
0
m = 0である．ここで，円板の端部近傍 (z = ±0, r =

a− δ (0 < δ � a)) では，付録式 (A.43)より，

∂Sn
m(r, z)

∂z
' ∓(−1)m

√
πa

δ−
1
2 , (δ = a− r → 0, z = ±0) (A.82)

であるから，端点条件

Hϕ|ρ→0 = 0 (A.83)

を満足するには，
∞∑

n=0

∞∑
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3
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]
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m − Py
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m )} cosnϕ

]
= 0

(A.84)

とならなければならない．ただし，Py
0
m = 0，Px

−1
m = Px

1
m，Py

−1
m = −Py

1
mとする．これから，

∞∑
m=0

(−1)m
{
Px

n−1
m + Px

n+1
m − Py

n−1
m + Py

n+1
m

}
= 0 (n = 0, 1, 2, · · · ) (A.85)

を得る．
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